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概 要
量子場の理論は一般にはまだ数学的に厳密に定義されていない物理学の理論で
あるが，これまで幾多の新しい数学を生み出すと同時に，数学の諸分野を結び
つける役割を果たしてきた．特に，ウィッテンは 1989年に 3次元チャーン＝サ
イモンズ量子場の理論を用いて結び目不変量を系統的に構成し，数学界に大き
なインパクトを与えた．一方，結び目不変量の源流の一つであった可積分系に
ついてその場の理論的解釈を見つける問題については，90年代の初頭から長年
の未解決問題として残されていた．近年この問題が 4 次元のチャーン・サイモ
ンズ型量子場の理論の摂動展開を考えることにより解決され，可積分系を包括
的に理解する全く新たな枠組みができあがりつつある．本講演ではこれらの発
展について概説を試みたい．

1 量子場の理論の数理
数学は自らの問題意識に基づいて発展を続けていく自律的な学問であるが，その一方

で，ときに外の世界と交流し，新しいアイデアを積極的に取り入れることによって更なる
飛躍的な発展を遂げてきた．
21世紀の現代数学にとって，量子場の理論はまさにそのような新しいアイデアの宝庫

なのではないだろうか．量子場の理論を厳密に数学的に定式化する問題は現在も難問と
して残されており，その解決のめどはついていない．しかし，実は場の量子論の摂動論的
定式化については既に厳密な数学的定式化が存在している *1（例えばコステロらによる
本 [10,13,14]を参照）し，4次元のヤン＝ミルズ理論やその超対称版など，素粒子物理学
者がしばしば議論しているような場の理論についても，繰り込みやアノマリーのような
場の理論の量子効果についての結果を伝統的な数学の範疇で議論することが徐々に可能
になってきている．この意味で，いわゆる純粋数学者にとっても，「場の理論は数学では
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ないから...」という言い訳が徐々に通用しにくくなってきている時代が訪れているといえ
よう．
本講演では，量子場理論からもたらされる新しいアイデアの一つとして，4 次元の

チャーン＝サイモンズ量子場の理論の摂動展開が可積分系の様々な結果を再現するとい
う著者らの結果 [15,16]への入門を試みる *2．多くの数学者にとって 4次元チャーン＝サ
イモンズ理論は馴染みのないものであろうから，以下ではまず，より有名な 3次元チャー
ン＝サイモンズ理論について復習することからはじめることにしよう．

2 結び目理論と 3次元チャーン＝サイモンズ理論
量子場の理論を数学に応用する上で，お手本ともいうべき古典的結果がウィッテンに

よる結び目不変量の説明である [36]．これについてはご存知の方も多いと思うが，ここで
簡単にまとめておこう．
3次元球面 S3 の中の結び目 K を考えよう．この時，結び目不変量とは K について与

えられる量 J(K)で K の連続変形（イソトピー）で不変な量のことである．ジョーンズ
による結び目不変量の定義 [23, 24]では結び目そのものではなく結び目の二次元平面への
射影を考えたが，同じ結び目でも射影の取り方を変えると二次元での図は変わってしま
う（例えば図 1）．そこで，ジョーンズは不変量が変わらないことを計算により確かめる
ことにより不変量が定義されていることを確認した．

=

図 1 結び目のイソトロピックな変形の例．いわゆるライデマイスター変形 (III)．

一方，ウィッテンは量子場の理論として 3 次元チャーン＝サイモンズ理論を考えた．
半単純 Lie群 Gそのリー環 gを固定しよう．M を向きづけられた閉じた 3次元多様体と
し，そこで主 G束の接続（ゲージ場）Aを考える．この時，3次元チャーン＝サイモン
ズ理論の作用汎函数（ラグランジアン）は

S[A] =
k

4π

∫
M

Tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
(1)

で与えられる．ただし，Trは Killing形式（g-不変な双線型形式）であり，k はレベルと
呼ばれる整数である．このラグランジアンは M の計量を用いずに定義することができ

*2筆者の YouTubeチャンネル https://www.youtube.com/@masahito.yamazakiには本稿に関係した講
義の動画がいくつか掲載されている．例えば https://www.youtube.com/watch?v=KNGOzdPazGA．

https://www.youtube.com/watch?v=KNGOzdPazGA


*3，考えている理論は位相的な（トポロジカルな）場の量子論になっている．このラグラ
ンジアンの導く運動方程式は平坦接続の方程式 F = dA + A ∧ A = 0であるので，古典
解の集合は平坦接続のモジュライ空間であり，3次元チャーン＝サイモンズ理論はこのモ
ジュライ空間を量子化する手続きを与えていると考えることができる *4．
ウィッテンは結び目K に沿ってゲージ場を積分して得られるウィルソン・ライン

WR(K)[A] = TrR P exp

(∫
K

A

)
(2)

を考えた *5．ただし，ここで P は結び目に沿った順序を定めており，指数関数の部分は
ゲージ場の結び目に沿ったモノドロミーを表している．また G の表現 R を選び，その
ウェイト空間でのトレース TrR を考えた．接続の空間をゲージ群の作用により同一視し
た空間上に形式的に径路積分の測度 DA が存在すると思うことにすると，ウィルソン・
ラインの期待値

⟨WR(K)⟩ = Z−1

∫
DA WR(K)[A] eiS[A] , Z :=

∫
DA eiS[A] (3)

は定義にトポロジーしか用いていないし，特に結び目の射影をそもそも用いていないの
で，結び目のトポロジカル不変量が得られることは特に何の計算をしなくとも自動的で
ある．
こうしてゲージ群 G と表現 R に付随して結び目不変量が定まることになり，例えば

G = SU(2)，R が基本表現の時にジョーンズ不変量を再現する [36]．さらに，結び目の
デーン手術を考えることで閉じた 3次元多様体の不変量を構成することもでき，これは
例えば量子群の冪根での表現論を考えることによって数学的に定式化できる [32]．

3 可積分系の謎
さて，次は本題である可積分系を議論しよう．ここで前節の議論が参考になる．歴史

的には結び目理論と可積分系は互いに影響を与えあいながら発展してきたし *6，実際，
ジョーンズによる結び目不変量の発展の源流の一つが可積分系であった．今は逆に，結
び目理論から可積分系に遡ろうというわけだ．

*3 3 次元多様体 M を境界に持つような 4 次元多様体 N を用意し（M = ∂N），部分積分した S[A] =

k/(4π)
∫
N Tr (F ∧ F ) により作用汎函数 (1) の別の定義が与えられる．この量は k が整数なので N の選

び方によらずに定まる．量子論的には分配関数は N の符号数（あるいは 2-framingと呼ばれる TM ⊕ TM

の自明化 [2]）に依存し，理論は自然には M のトポロジーだけではなく framing の選び方にも依存する
（framing anomaly）が，「標準的な」framingを選ぶことにすればM の位相不変量を得ることもできる．

*4ハミルトン形式による量子化では，時間一定の切り口に現れる 2次元面 Σの平坦接続のモジュライ空間を考
える．この空間は有限次元であり標準的なシンプレクティック形式を持つので，量子化を実行できる．

*5ボレル＝ヴェイユ＝ボット理論を用いると，ウィルソン・ラインを考えることは境界付き多様体M\N(K)

を考えることと等価であることがわかる [36]．ここで N(K)は結び目の管状近傍であり，M\N(K)の境界
でゲージ場が適切な特異性を持つ境界条件を課す．二つの等価が存在することは，チャーン＝サイモンズ理
論にある種の S 双対性が存在することと関係している．

*6筆者は学生の頃に和達・出口・阿久津氏による [35]に触れる機会があったので，長年両者の関連が気になっ
ていた．



両者の類似性を端的に示すには．可積分系の定義式の一つであるヤン・バクスター方
程式 [4,41]（図 2）を考えるのが良い．この図が結び目における図 1に類似していること
は一目瞭然だろう．

=

図 2 ヤン・バクスター方程式の図による表現．

図 2の意味を説明しよう．まず三本の線 1, 2, 3が交わっており，それぞれにベクトル
空間 V1, V2, V3 およびスペクトル変数と呼ばれる複素変数 z1, z2, z3 ∈ Cが付随している．
二つの線の交点には R行列（図 3）

Rij(zi − zj) ∈ End(Vi ⊗ Vj) . (4)

を対応させることにする（物理的なイメージとしては，2つの粒子が散乱する過程を表し
ていると考えれば良い）．このとき，ヤン＝バクスター方程式は End(V1 ⊗ V2 ⊗ V3)の元
の等式として

R23(z2 − z3)R13(z1 − z3)R12(z1 − z2)

= R12(z1 − z2)R13(z1 − z3)R23(z2 − z3)
(5)

となる．ただし，例えば R12 ∈ End(V1 ⊗ V2)は R12 ⊗ 1V3 ∈ End(V1 ⊗ V2 ⊗ V3)のこと
である．

図 3 R行列

ヤン＝バクスター方程式は可積分系の一つの特徴づけであり，仮にこの方程式を満た
す R行列が存在すれば，そこから可積分な（系の自由度と同じ数の保存量を持つ）格子
模型を定義することができる．従って，例えば可積分系を分類したければこの方程式の
解を分類すれば良い．ところが，行列として具体的に書き下せばわかるように，ヤン＝バ
クスター方程式はとても制限の強い（例えば変数の数よりも方程式の数が多い）方程式で
あり，闇雲に探していると，解が存在するかどうかすら明らかではない *7．しかし驚くべ

*7実際，この世の中に存在する物理系のほとんど全ては可積分系ではないといってもよい：4 次元時空ではあ



きことに *8，可積分系の長年にわたる研究の中でヤン＝バクスター方程式の様々な解が
構成されてきた．例えばスペクトル変数 z が Cに限らず C× = C\{0}または複素一次元
トーラス E に値を持つ解（それぞれ有理型，三角型，楕円型と呼ばれる）が見つかって
きた *9．また，これらの解には特にそのような解の背後にはヤンギアン（有理型）・量子
アファイン代数（三角型）・楕円代数（楕円型）という大きな対称性が存在することが明
らかになってきた．以下では簡単のため，ほとんどヤンギアンの場合を考える．

4 ヤンギアンの謎
表現論の立場から可積分系を説明する無限次元代数がドリンフェルトによって導入さ

れたヤンギアンである [18, 19]．ヤンギアン Yℏ(g)は半単純リー環 gに付随して定まる代
数である．その詳細についてここでは紹介しないが（例えば [8]の Chapter 12を参照），
一つの性質として変形パラメーター ℏが 0の時にはヤンギアンは普遍包絡環 U(g[[z]])に
一致することは述べておこう．ここで，gの基底を {ta} (a = 1, . . . , dim g），その交換子
を [ta, tb] =

∑
c fab

ctc と書いた時，U(g[[z]])の基底は {t(n)a = taz
n}n≥0 で与えられ，それ

らは自然な交換関係 [t
(m)
a , t

(n)
b ] =

∑
c fab

ct
(m+n)
c を満たす．

ヤンギアン Yℏ(g) が与えられた時，三つの表現 Vi(zi) (i = 1, . . . , 3) を考えよう．
ここで形式変数 zi は U(g[[z]]) に現れた z と同一視できる *10．この時，ヤン＝バクス
ター方程式を解くためには，R 行列として表現のテンソル積の intertwiner Ri,j(zi, zj) :

V (zi) ⊗ V (zj) → V (zj) ⊗ V (zi) を考えればよい．実際，ヤン＝バクスター方程式は
V (z1)⊗ V (z2)⊗ V (z3) → V (z3)⊗ V (z2)⊗ V (z1)を二つの方法で計算した結果が整合的
であるために成り立つべきものである．
こうして，可積分系の構成はヤンギアンの表現論の問題に帰着したので，表現を取り替

えるごとにヤン＝バクスター方程式の解が自動的に得られることになる *11．このことは
可積分系なりヤンギアンなりの専門家には当然のように知られているであろうし，これ
でひとまず一見落着といえなくもない．

る仮定のもとにそのような理論は存在しないという証明もある [9]）し，教科書にあるような熱・統計力学は
理論が可積分ではないことを前提にしている．ただし，仮に出発点の理論が可積分でないとしてもその理論
は繰り込み群のもとで変化し，やがては繰り込み群の固定点に行き着く．そのような固定点が可積分である
例は時空 2次元では数多く知られている．

*8可積分系の専門家にとってこのことはしばしば自明であると感じられるようであるが，筆者にとっては全く
そうではない．同様の難しさを感じているのは筆者だけではないようだ．例えば，晩年のファインマンは可
積分系に興味を持っており，バクスターによる 8 頂点模型の解 [4] を自分なりの方法で導出しようと試みた
が，結局失敗に終わっているのだ！ [31]

*9R 行列が摂動展開を持つ時にはヤン＝バクスター方程式を展開することにより古典ヤン＝バクスター方程式
を得るが，この方程式の解は（ある条件のもとで）有理型，三角型，楕円型に分類できることが知られてい
る [5]．ただし，例えば量子アファイン代数の一の冪根に付随する可積分模型の R 行列はこれらの分類に含
まれていない．

*10このような表現は evaluation表現と呼ばれる．
*11さらに，普遍 R 行列を構成することもでき，R 行列は普遍 R 行列を考えたい表現で評価すれば得られると
いうことまで示せる．



しかし，筆者のような素人からするとどうも腑に落ちないところがある *12．というの
も，出発点であるべきヤンギアンの定義式自体が（筆者の主観では）複雑すぎるのだ *13．
例えば ℏ ̸= 0の時に満たされている関係式の一つを挙げておこう：

[J(ta), J([tb, tc])] + [J(tb), J([tc, ta])] + [J(tc), J([ta, tb])]

=
ℏ2

4

∑
d,e,f

([ta, td], [[tb, te], [tc, tf ]]){td, te, tf} .
(6)

ただし {t1, t2, t3} =
∑

σ∈S3
{tσ(1), tσ(2), tσ(3), }/3!と定義した．また，ta = t

(0)
a であり，J

は J(t
(0)
a ) = t

(1)
a を線型に拡張して得られる写像である．左辺は ℏ = 0の時ヤコビ恒等式

から自明であるので，ℏ2 に比例した右辺は代数への「量子補正」を表していることにな
る．それがなぜこんな複雑な式になるのだろうか？
関係式 (6)はヤンギアンの表現論にとっても重要である．一般に gの表現 Rが与えら

れれば，それを自然に拡張する（t
(n)
a = taz

n ととる）ことで Yℏ=0(g) = U(g[[z]]) の表現
が与えられる．ところが，ℏ ̸= 0 の時には関係式が (6) のように補正を受けてしまうの
で，右辺が消えない限りもはや表現ではななくなってしまう．実際，例えば e8 の随伴表
現 248は ℏ ̸= 0のヤンギアンの表現ではなく，ヤンギアンの表現を得るためには自明な
表現を足して e8 表現としては可約な表現 248⊕ 1を考えないとヤンギアンの表現が得ら
れない [7]．このように，ヤンギアンの表現論には色々と微妙なところがあるのだ．

5 4次元 Chern-Simons理論と可積分系
さて，ここまで可積分系とヤンギアンについて説明してきた．次に説明するのは，既存

の結果のインプットなしに，量子場の理論のロジックだけを使ってこれらを導出するた
めにはどうしたら良いのだろうか？
ここで指針となるのは結び目理論と可積分系の類似（2節）である．特に，二つの図，

図 1と図 2を改めて比較してみよう．類似点も多いが，重要な違いも存在する：（1）結
び目では結び目の射影での交点で over-crossing/under-crossingを区別し 3次元的である
が，可積分系ではそのような区別はないので図が 2次元的になっている（2）追加のデー
タとして，可積分系では各々の線にスペクトル変数 z ∈ Cが指定されている．
通常の可積分系の議論では可積分模型の格子は 2次元空間（座標をいれて x, y-平面と

しよう）に実現され，スペクトル変数は付随的なデータとして扱われる．しかしここでは

*12歴史的にはドリンフェルトは R行列から出発することにより（いわゆる RTT関係から）ヤンギアンを導い
た．この意味ではヤンギアンは自然だと考えるのが普通の考えかもしれない．しかし，ヤンギアンの定義に
R 行列を使うことにすると，少なくとも何らかの R 行列を仮定しなくてはならない．R 行列を導くために
ヤンギアンを使いたかったのだから，本当にミニマルな立場から出発したければ，R 行列自体もどこか別の
ところから導出できなければいけない．

*13数学において定義は一旦受け入れて進むのが王道かもしれず，筆者も実際にはそうすることがある．しかし，
出発点となる定義を何らかの方法で自分なりに納得できないと，筆者の場合はいつまでたっても理解した気
になれない．なお，三角型，楕円型などへと一般化していくと基本的な構造には違いはないが式はより複雑
になっていくので，習熟が必要とされる．



スペクトル変数も幾何に含めて考えることとし，4次元多様体 R2
x,y × Cz を考えることに

しよう *14．ここで，R2
x,y 方向は可積分格子模型の住んでいる 2次元空間であり，Cz はス

ペクトル変数 z およびその共役 z̄ を座標とする 2次元空間である．可積分系ではしばし
ばスペクトル変数は補助的なものとして現れるが，それを文字通り幾何の一部として考
えるわけである *15．
この準備のもとで，4次元チャーン＝サイモンズ理論の作用汎函数は

S[A] =
1

2πℏ

∫
R2

x,y×Cz

dz ∧ Tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
(7)

と書き下すことができる．
一般に 4次元理論では，通常 4つの方向どの方向の並行移動にも接続を使うことがで

きる．しかし，今の場合，ラグランジアンが dzを含んでいるので接続の dz成分はなくな
り，A = Axdx + Aydy + Az̄dz̄ と Cz 方向には部分的な接続になる *16．もっとも，これ
は幾何学的にはそれほど不自然ではない．ラグランジアン (7)から定まる運動方程式は，
Az̄ = 0なるゲージを取ることにすると（1）xy方向には平坦： Fxy = 0（2）z方向には正
則：∂z̄Ax = ∂z̄Ay = 0 となっている．理論は Σの方向にはトポロジカルであり，C の方
向には正則である．特に，全ての方向についてトポロジカルである 3次元チャーン＝サ
イモンズ理論の場合とは異なり，部分的にしかトポロジカルではないことに注意したい．
さて，可積分系における格子は，3 次元チャーン＝サイモンズ理論における結び目で

あったので，格子を作るには (3)と同様にウィルソン・ラインを考えたい．

WR = TrR P exp

(∫
γ

A(z0)

)
= TrR P exp

(∫
γ

∑
a

taA
a(z0)

)
(8)

ただし，今格子を作りたいのは Rx,y-方向なので，γ は点 z = z0 に位置し，x軸あるいは
y 軸に並行な直線である．また，トレースにおいてはゲージ群 Gの表現 Rを考えた．
さて，ここまでの説明で，既にヤン＝バクスター方程式を説明するための道具立ては

整っている．今 4次元理論を考え，そのうち理論がトポロジカルな方向にウィルソン・ラ
インを考えた．ヤン＝バクスター方程式（図 2）はこのウィルソン・ラインの相対的な位
置を変えても答えが変わらないというのが主張だが，今理論はトポロジカルなのでこの
ような連続変形をしてももちろん変わらない．従って，ヤン＝バクスター方程式を満た

*14ただし，量子効果（framing anomaly）によりこの二つの多様体は直積ではなくなる [15]．可積分系では，
しばしば R 行列の引数であるスペクトル変数が ℏ に比例したシフトを受けることがあるが，これはこの
framing anomalyの現れである．

*15このように情報をできるだけ幾何的に表現しようとする考え方は，超弦理論において頻出するものである．
*16このことに関連して，作用汎函数はエルミートではなく，経路積分においては収束のために適切な積分径路
を選んでやる必要がある．物理的には，これは 5 次元超対称 N = 2 ヤン＝ミルズ理論のトポロジカル・ツ
イストを考え，4次元チャーン＝サイモンズ理論をその教会として実現することと関連している（[1]参照）．
このあたりの事情は体積予想の議論に現れる複素 3 次元チャーン＝サイモンズ理論の議論と類似しており
[37]，後者の場合は幾何ラングランズの文脈で考えられた 4次元N = 4理論のトポロジカル・ツイスト [25]

が現れる．



していることは構成から自動的に保証されているのである．なぜヤン＝バクスター方程
式が解けるかが簡単に説明できてしまったのだ！なんだか騙されたようなようではある
が，この説明は，ウィッテンによる 3次元チャーン＝サイモンズ理論による結び目理論の
説明とかなり直接的に対応していることがわかるだろう *17．

6 量子化からヤンギアンへ
ここまでで一通りセットアップは済んだので，今度はより具体的にどうやってヤンギア

ンが現れるのかを調べてみよう．作用汎函数 (7)を眺めると，大体これは x, y, z̄-方向に
ついての 3次元チャーン＝サイモンズ理論 (1) と同じで，z はエクストラなパラメーター
として現れているように見える．つまり，g が g[[z]] に置き換わっているように見える．
これは古典極限 ℏ = 0でヤンギアンは普遍包絡環 U(g[[z]])であったこととうまくマッチ
している．
このことはウィルソン・ラインについても当てはまる．ゲージ場の z-微分を考えるこ
とにすれば，(8)よりもさらに一般的に，U(g[[z − z0]])の表現 R̂から定まるウィルソン・
ラインを考えることができる：

WR = TrR̂P exp

∫
γ

∑
a

∞∑
n=0

1

n!
ta(z − z0)

n︸ ︷︷ ︸
t
(n)
a ∈U(g[[z−z0]])

∂n
zA

a(z0)

 . (9)

さて次に量子効果を考え，ℏ ̸= 0の場合を考えることにしよう．ここで我々は本格的に
量子場の理論の範疇に入ってくることになる．量子場の理論は一般にはまだ厳密な数学
になっていないというのは事実であるが，幸いなことに，ここで我々が必要とするのは
場の理論の摂動展開（「プランク定数」ℏについて展開）に関する部分だけであり，既に
1節で述べたとおり，これはファインマン図の足しあげとして数学的に厳密に定式化する
ことができる *18．場の理論の摂動展開を行うためには古典解を選ぶ必要がある．ここで
は自明な解 A = 0を選び，その周りに展開することを考えると，場の理論の手法を用い
てさまざまな物理量の値を摂動的に計算することができる *19．例えば，ウィルソン・ラ

*17両者の対応は，弦理論における T双対の場の理論版として直接的に定式化できる [39]．ヤンギアンの三角版
である量子アファイン代数は量子群を部分代数として含んでおり，T双対では両者の関係が議論される．な
お，T 双対はミラー対称性と関係していることが知られている [33] が，ここでの T 双対も部分的なミラー
対称性になっており，トポロジカルな 4次元チャーン＝サイモンズ理論の一部の方向が正則になっているの
はその現れである．このような「部分的なミラー対称性」の有用性は，筆者と植田氏によるホモロジカル・
ミラー対称性の研究においても現れたものである [34, 38]．

*18場の理論の古典的な教科書では，ファインマン図の計算において発散（無限大）が存在し，これをパラメー
ターに「繰り込む」という説明がよく見られる．この時発散が起こるのは，無限に高いエネルギーまでずっ
と積分するからである．しかし，場の理論についてのより現代的な理解では，そもそも場の理論は有効場の
理論であり，あるカットオフエネルギーまでしか定義されていない（そのエネルギーを超えると，例えば超
弦理論が現れる）．従って，積分は有限領域で行われることになり，発散は起きない．場の量子論の現状の数
学的定式化の多くは有効場の理論の考えが理解せされる以前に定式化されており，十分にこの考えが取り入
れられているとは言えない．

*19なお，場の理論の摂動展開自体は，3次元チャーン＝サイモンズ理論でもチャーン＝サイモンズ摂動論 [3,26]



インの交差に対して摂動計算を行うと，可積分系の R行列を摂動的に再現することがで
きる．本稿では紙数も限られているので摂動計算の詳細を説明することはしない（論文
[15, 16] に様々な計算が載せられている *20）が，摂動展開の枠組みでヤンギアン関係式
(6)をどう理解するのかに少しだけコメントしておこう．
既に述べたとおり，(6)の左辺はリー環のヤコビ恒等式に相当するものである．それで

は，そもそもなぜゲージ場の理論にリー環が必要だったのだろうか？実は答えのウィル
ソン・ラインのゲージ不変性から導かれるものなのである．
図 4の三つのファインマン図を考えよう．ここで直線はウィルソン・ラインに対応し

ており，gの表現 Rに付随している．一方，4次元次元空間内を自由に動くゲージ場を表
しており，gの随伴表現に付随している．これらのファインマン図では 2本の波線が生え
ているので，物理的にはウィルソン・ラインから 2つのゲージ場が吸収・放出されるプロ
セスが表現されていると考えれば良い．ファインマン図の詳細を知らなくとも，この三
つのファインマン図が関係式 tatb − tbta =

∑
c fab

ctc のそれぞれの項に対応することは想
像がつくだろう．実は，これらのダイアグラムのそれぞれはゲージ不変ではなく，これら
三つを足し上げた時初めてゲージ不変性が回復するようになっているのである．さらに，
ウィルソン・ラインから 3本の波線が生えている状況のゲージ不変性を要請することで，
リー環のヤコビ恒等式を満たしていることも導くことができる．本稿ではゲージ理論の
定義にに最初からリー環を使ってしまったが，場の理論そのものからリー環が必要であ
ることも導くことができるのである．

図 4 ゲージ場がリー環に値を持たなければいけないことは，次の三つのダイアグラム
を足し上げたときにゲージ不変であるという物理的要請から従う．

さて，ここまでは古典的な考察であったが，同様の制限は量子論的にも存在する．ヤ
ンギアンの関係式 (6)の右辺は ℏ2 に比例しているので，摂動展開の 2次のオーダー（い
わゆる 2ループ）での補正が存在することを示しており，実際に 2次のオーダーで計算
を行うと，図 5のファインマン図から右辺の項が得られることを確認できる．こうして，
具体的な計算からヤンギアンの関係式 (6)を直接示すことができる．

として議論されており，摂動展開により得られた展開係数は結び目の有限型不変量を与える．また，その文
脈でのヤコビ図は場の量子論の Feynman図に対応するものである．

*20ただし，[15,16]では物理学者に理解してもらうことを主眼においたので，数学的に厳密な形式では書かれて
いない部分も多数存在することはお断りしておく．



図 5 ヤンギアンの関係式 (6)の右辺を与えるファインマン図．この図には「穴」が二
つ存在し，そのことが (6)の右辺に ℏ2 が現れることと対応している．実際には，この
他にもファインマン図は多数存在するので，アノマリーにはこの図のみが寄与するこ
とをコホモロジーを用いた議論により示す必要がある．

なお，ここでの議論はあくまで摂動展開の 2次のオーダーについてのものであり，例え
ば 3次のオーダーで (6)の右辺に補正がある可能性は排除できない．一般に摂動論のす
べての次数でヤンギアンの関係式を導くには，ヤン＝バクスター方程式の一つの変種で
ある RTT関係式を用いればよく，この関係式自体も 4次元チャーン＝サイモンズ理論か
ら正当化することができる [16]．

7 より一般の場の量子論の理解に向けて
ここまで，4次元チャーン＝サイモンズ理論の立場からの可積分系の導出の基礎的な考

えに焦点を当てて説明してきたところで既に紙数が尽きようとしている．本講演ではよ
り具体的な成果にも触れる予定であるが，ここでは場の理論から可積分系にとって新しい
結果が数多くもたらされていることに触れておこう．例えば本稿の構成を拡張すること
により，新たに無限個の 2次元（古典）可積分場の理論が構成された [17]．また，5次元
のチャーン＝サイモンズ理論を考えることで，ヤンギアンのアフィン類似であるアフィ
ン・ヤンギアンの導出も試みられている [11, 30]*21．
これらの発展からどんな教訓が得られるのだろうか？
第一の教訓は，これまで数学においてほとんど研究されてこなかったより一般の場の

理論を研究することで，とても豊かな数理が得られるということである．本稿で議論し
た 4次元チャーン＝サイモンズ理論は，2次元方向にはトポロジカルであり，残りの 2次
元方向には正則になっており，前者を記述する位相的場の理論と，後者を記述する 2次元
共形場理論の正則部分（頂点作用素代数によって記述される）とをいわば組み合わせた
構造になっている *22．もちろん，これは場の量子論の膨大な可能性の中ではごく特殊な

*21なお，近年，ディンキン図ではなくより一般の箙から定まる箙ヤンギアンが提唱されており [27,40]，アフィ
ン・ヤンギアンの拡張となっているが，これらについてはチャーン＝サイモンズ理論的解釈はまだ与えられ
ていない．

*22より一般の設定では例えば [21]を参照．



例に過ぎず，より一般の理論を考えることで全く新しい数学が発見される可能性がある．
例えば，近年 4次元（複素 2次元）で正則な理論を考えることにより，Kac-Moody代数
の高次元版が得られる可能性が探究されている [20, 22]（[28]も参照）．
第二の教訓は，一見ばらばらに見える可積分系の別の側面も，実は深いところでは結

びついているということだ．例えば，4 次元反自己双対ヤン＝ミルズ方程式の次元還元
から得られる一連の方程式はラックス表示を持つなどの意味で可積分である [29]が，そ
の可積分性は上で議論してきたヤン＝バクスター方程式の意味での可積分性とは大きく
異なっているように見える．しかし，6 次元のチャーン＝サイモンズ理論（正則チャー
ン＝サイモンズ理論）から出発することでこれらの理論を結びつける試みがなされてい
る [6,12]．これらの場の理論は全て超弦理論において実現され，そこでは超弦理論の双対
性を自由自在に活用することができる．そも意味で本稿の内容は超弦理論に含まれてい
ると言える．超弦理論はこれまでも様々な数学を結びつけ，思いもかけぬ発展をもたら
してきた．超弦理論からどのような数学を引き出すことができるのか，そしてそれは既
存の数学をどう変えていくのか，その問いに答えることは，21世紀の数理物理に残され
た大きな課題である．
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