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しかし，場の理論が数学的に 
定式化されていないのは大問題
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実は，かなり一般のクラスの場の理論は既に
摂動的には「数学的に定式化されている」

[Costello, Costello-Gwilliam (Vol. 1/2)]



(Pre)-Factorization Algebra (因子化代数)

ラグランジアン

運動方程式

“Derived”な解のなす複体 (BRST-BV量子化)
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「場」ができたので，それらの関数空間　　ができる

特に，あるエネルギースケール      で理論を指定する 
量子的な有効作用   　 を構成できる



「場」ができたので，それらの関数空間　　ができる

特に，あるエネルギースケール      で理論を指定する 
量子的有効作用   　 を構成できる

エネルギースケールの変化を表す繰り込み群方程式

※ 発散はない（有効場の理論）



この定式化での場の理論の計算は 
あるパラメーターについての摂動論

展開のそれぞれは有限個のファインマン図から
の寄与でwell-defined

ただし，この級数は発散級数で収束半径はゼロ 
うまい関数に足し上がるかは（物理的にも）とても非自明 

Borel sum, trans-series, resurgence, …



トポロジカルな理論 (TQFT)

En-代数 (En-operad上の代数)

Locally constantな因子化代数



例：チャーン＝サイモンズ理論

経路積分 

平坦接続 
(の量子化)

G-接続 

表現 

結び目不変量 

結び目 



例：チャーン＝サイモンズ理論

3次元多様体の分配関数 
WRT不変量 

量子群（から作られる Ribbon 
Hopf代数）の表現論

経路積分 

CS理論 
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最近の研究の例

* Non-compact ゲージ群に対応するTQFT

量子タイヒュミュラー 
理論 / TQFT 

Liouville理論  
/ Irrational CFT

体積予想

3次元 
超対称場の理論

量子 
ダイログ関数



* CS理論は重力ともみなすことができる

幾何の足し上げ 
の母関数

二次形式



レンズ空間の分配関数非正則 
アイゼンシュタイン級数

Siegel-Weil 
公式

テータ関数

ホログラフィーの立場から解釈・一般化





2次元 
共形場の理論 
(CFT)の正則部分

共形ネット

頂点作用素代数 (VOA) 

正則な因子化代数

3次元 
TQFT

バルク・ 
エッジ対応

モジュラーテンソル圏



2次元 
トポロジカル場の理論 

（TQFT)

2次元 
正則場の理論 正則な因子化代数

もっと一般の構造は？

トポロジカルな因子化代数

頂点作用素代数 

E2代数
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2次元 
位相的

2次元 
正則

もっと一般の構造は？

「E2代数と頂点作用素代数を 
合わせた」因子化代数

4次元 
場の理論

Koszul双対

Yangian
可積分！

[Costello]



残りの２次元： 
正則

２次元部分： 
トポロジカル

4次元のCS型の理論を考える [Costello, Costello+ Witten + MY]



設定は変わっても考えるのは 
ゲージ場の1次元的な演算子（ウィルソン・ライン）



設定は変わっても考えるのは 
ゲージ場のウィルソン・ライン

たくさんのウィルソン・ラインを 
考えると，格子模型ができる



トポロジカルな方向にウィルソンラインを動かしても 
「余剰次元」のためにウィルソンラインは交わらない



トポロジカルな方向にウィルソンラインを動かしても 
「余剰次元」のためにウィルソンラインは交わらない



得られた方程式: ヤン・バクスター方程式



場の理論の量子効果を摂動的に計算することで， 
可積分系の結果を系統的に再現できる 

逆に言えば，これは摂動論の任意の次数で物理量が計算できる

ファインマン図

可積分系の 
R行列

[Costello, Witten + MY]



「ウィルソン・ラインのなす代数」 
を考えることで，可積分系の背後にある無限次元代数 
（ヤンギアンとその仲間たち）を導出できる

衝突させる

有理 三角 楕円

[Costello, Witten + MY]







3次元CS 4次元N=4理論のトポロジカル
ツイスト 

4次元CS 5次元 N=2理論の 
トポロジカルツイスト 

幾何ラングランズ対応 



さらに高次元に持ち上げることができる

４次元CS 

2次元WZW 

可積分 

[Costello, Bittleston-Skinner]
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さらに高次元に持ち上げることができる

４次元CS 

2次元WZW 

４次元WZW 

6次元CS 

４次元 
ADSYM 

沢山の可積分 
方程式 

可積分 
別の意味の 
可積分 

可積分系の統一理論？ 

[Costello, Bittleston-Skinner]

ツイスター空間 



「1/3 ミラー対称性」

cf. 一般化された複素構造 
cf. ダイマー理論とホモロジカルミラー対称性

A-model 
トポロジカル

B-model 
正則

ミラー

ミラー/3 ミラー/3 ミラー/3



重力も含める！

結合 
(formality)結合

ミラー

ミラー

ツイスト

ツイスト



まとめ

場の理論の数学的枠組みは摂動論的にはすでに存在する

4次元チャーン＝サイモンズ理論

3次元チャーン＝サイモンズ理論 結び目

可積分系

可積分系に限らず，様々な数学の分野を結びつける？



未知の数学が，量子場の理論にまだまだ潜んでいる？



https://indico.ipmu.jp/event/422/


