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(誤植が沢山あると思いますので、書いてあることが間違っていると思ったら、自分が
正しいと思うことを優先してください。)

1 正多面体の対称性
まず、おしまいのページの展開図を切り取って、正四面体、正八面体、正二十面体をつくっ
ておくこと。

名前 面の数 辺の数 頂点の数
正四面体 4 6 4

立方体 6 12 8

正八面体 8 12 6

正十二面体 12 30 20

正二十面体 20 30 12

Table 1: 正多面体のデータ。

正四面体を自分自身に重ねるような回し方が何通りあるか考えよう。

• 各頂点のまわりの、120◦回転と 240◦回転、計 8つ。

• 丁度互いに反対にある辺の中点同士を結んだ線のまわりに 180◦回転、計 3つ。

•「なにも回さない」、1つ。

合計 12個の回転操作がある。こういうのを対称性という。

問 1. 同様に、立方体、正八面体、正十二面体、正二十面体についても数えよ。(答: 順に、
24、24、60、60。)

立方体と正八面体について、また正十二面体と正二十面体について答えが一緒である理
由は簡単: 立方体の面の中心を結ぶと正八面体になり、正八面体の面の中心を結ぶと立方
体になる。よって、立方体を自分自身に重ねる回転は、自動的に正八面体を自分自身に重
ねる。正十二面体と正二十面体についても同様。
だから、対称性を考える際には、正四面体、正八面体、正二十面体を考えれば十分。

定義 1. 群とは、操作のあつまりで、
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•「何もしない」という操作 eを含み、

• 操作 aと操作 bに対し、「操作 aのつぎに操作 bをする」操作 b ◦ aを含み、

• 勝手な操作 aに対して、その逆操作 a−1があって、a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = eを満たす

もののこと。

群 Gに対し、Gに含まれる操作の個数全体を Gの位数という。群の例をいくつか挙げ
よう:

• 正 x面体 ( x = 4, 8, 12 )を自分自身にうつす回転操作全体は群をなす。これらを正 x

面体群とよぶ。これらの位数は順に 12, 24, 60。

• 球面を自分自身にうつす回転操作も群をなす。これは三次元空間の回転群という。位
数は無限大。勝手な三次元の回転は、緯度 θ,経度 ϕの点まわりに ψ度だけ回転させ
る、と表されるので、パラメタが三つある。

• それより簡単なものとして、円を自分自身にうつす回転操作も群をなす。これは二次
元空間の回転群という。位数は無限大。勝手な二次元の回転は、θ度回転させる、と
いうものなので、パラメタは一つである。

ある群 Gに対し、Gの部分集合H がまた群であるとき、H を Gの部分群である、とい
う。これまでの話より、正 x面体群は三次元回転群の部分群、また、二次元回転群も三次
元回転群の部分群。
さらにすこし異なるタイプの群を考えよう。

定義 2. 正の整数 nを固定する。n個の場所が場所 1から場所 nまである。1から nまで
の数の順列 σ = (σ1, σ2, . . . , σN )に対して、対応する操作を、「場所 iにあるものを場所 σi
にうつす、というのを、全ての iについて一気に行う」ということとする。これは群にな
り、「n次の対称群」と呼ばれ、良く Snと書かれる。

例えば、n = 3として、場所 1, 2, 3に物 A, B, C があったとする。操作 (2, 1, 3)を行うと、
物の並びは B,A,C になる。場所 1, 2, 3に物 A, B, C がある状況にもどって、操作 (3, 1, 2)

をすると、物の並びは B,C,Aとなる。はじめ物の並びが A,B,C のときに、操作 (2, 1, 3)

を行ってから、操作 (3, 1, 2)をすると、物の並びは A,C,B になるから、これは結局操作
(1, 3, 2)と同じである。言い換えれば

(3, 1, 2) ◦ (2, 1, 3) = (1, 3, 2). (1.1)

ここで、σ ◦ τ と書いたとき、まず τ を操作して、つぎに σを操作するのに注意。

問 2. n次の対称群 Snの位数はいくつか? (答え: n! )

Snの操作 σ = (σ1, σ2, . . . , σn)に対して、i < j なのに σi > σj であるような組 (i, j)の数
が偶数のとき σを偶置換、奇数のとき σを奇置換という。

問 3. Sn の操作 σ、τ が両方とも偶置換だとする。このとき σ ◦ τ も偶置換であることを示
せ。
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組み合わせ論的にも示せるが、差積∏
i<j

(xi − xj) (1.2)

に対して、操作 σをすると ∏
i<j

(xσi − xσj ) = (±1)
∏
i<j

(xi − xj) (1.3)

となって、±は偶置換のときに +、奇置換のときに −であることを使うのも良い。

定義 3. Sn の操作のなかで、偶置換のもの全体は部分群をなす。これは n次の交代群とい
い、Anと書くことが多い。

問 4. An の位数を求めよ。(答: n!/2。n = 1, 2, 3, 4ぐらいの場合に全部書き出してみてか
ら、一般の証明を考えるとよい)

定義 4. 二つの群 G1, G2が同形であるとは、G1の操作 aに対して G2の操作 f(a)が一対一
に対応し、f(a ◦ b) = f(a) ◦ f(b)であることをいう。

次の問題がこの節の本題である:

問 5. • 正四面体群は 4次の交代群 A4と同形であることを示せ。

• 正八面体群は 4次の対称群 S4と同形であることを示せ。

• 正二十面体群は 5次の交代群 A5と同形であることを示せ。

これはそれぞれ、正 x面体の回転が、付属の展開図の面に書いてある数字に対してど
ういう操作になるかを考えればわかる。たとえば三つ目について考える。正二十面体の各
頂点のまわりの 5面にはかならず 1から 5までが一回ずつ書いてある。これの並び替えは
5! = 120通りありうるが、偶置換はそのうち 5!/2 = 60とおり。さて、五枚の並びは数珠順
列のため 5で割ってやらないといけないから、60/5 = 12通りある。さて、正二十面体の頂
点は 12個だったから、12通りがすべて一回ずつ出て来ているはず。実際そうなっている。

2 二次元の回転群と複素平面
xy平面で、原点を中心に θだけ回転させる操作を R(θ)と書こう。すると、

R(θ)R(ϕ) = R(θ + ϕ) (2.1)

となって、群をなすことがわかる。これを二次元の回転群というのだった。θにはラジアン
をつかうことにすると、

R(θ) = R(θ + 2π). (2.2)

xy 平面上、座標が (x, y)の点に、R(θ)を作用させると、どこの点にうつるか、具体的
に計算することは出来るだろうか？
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Figure 1: 複素平面と回転。

そのためには、複素平面という概念を導入するのが便利である。すなわち、座標 (x, y)

の点に、複素数 w = x+ iyを対応させる。(複素数は zを使いたいところだが、次の節で三
次元空間に z軸を使いたいので、wにしておく。) w̄ = x− iyなので、|w|2 = ww̄ = x2 + y2

である。よって、実数 rと複素数 wに対し、

|w|2 = r2 (2.3)

は原点中心で半径 rの円をあらわす。
さて、eiθ というシンボルはまだ習っていないと思うが、これを

eiθ = cos θ + i sin θ (2.4)

と定義する。

問 6. eiθeiϕ = ei(θ+ϕ)を示せ。(答え: 三角関数の加法定理を使う。)

図 1を見よ。座標 (x, y)の点に w = x+ iyが対応しているとき、wの原点からの距離を
r、x軸からの角度を ϕとすると、

w = reiϕ (2.5)

とあらわされる。これを θ度だけさらに回転させると、x軸からの角度は θ+ϕになるので、
対応する複素数は

w′ = rei(ϕ+θ) = eiθreiϕ = eiθw (2.6)

となる。ここで、上記問の公式をつかった。これより、二次元の θだけの回転 R(θ)は複素
平面では eiθ でのかけ算ということがわかった。

問 7. w = x+ iy、w′ = x′ + iy′としたとき、(x′, y′)を具体的に x, y, cos θ, sin θであらわせ。

3 三次元の回転 (I)

さて、もっと欲張って、三次元空間の回転について、具体的に式であらわすにはどうすれ
ばよいかを考えたい。具体的には、座標 (x, y, z)にある点を、原点を中心に、緯度 θ、経度
ϕの方向を回転軸にして、角度 ψ だけ回したら、どこの点に行くか？これは、大学に入っ
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Figure 2: 球面の北極から赤道を通る平面への投影。

て線形代数をやって、回転行列というのをつかうのが自然なのだけれど、高校の範囲外な
ので、なんとか高校の範囲ですむ方法を考える。
まず、回す対象になる点は、単位球面上にのっていると仮定する:

x2 + y2 + z2 = 1. (3.1)

(これを満たさない場合は、原点を通る線上に適当に何倍かして、単位球面上に持ってきて
から回せば良い。)しかし、三つ変数 (x, y, z)があって、条件 (3.1)がかかっているのは面倒
なので、複素数一個であらわそう。そのために、図 2を見よ。
北極 (0, 0, 1)と、(x, y, z)を通る直線を延長し、xy平面と交わる点を (u, v, 0)とする。xy

平面をさらに複素平面だと思って、複素数

w = u+ iv (3.2)

を導入する。これで、単位球面上の点を、複素数 w ひとつであらわせるようになった。
w = 0が南極 (0, 0,−1)に相当し、w = ∞が北極 (0, 0, 1)に相当する。

問 8. wを (x, y, z)であらわせ。(答: w = (x+ iy)/(1− z) )

問 9. (x, y, z)をwであらわせ。(答: wの実部を Rew,虚部を Imwとかいて、x = 2Rew/(1+

|w|2), y = 2 Imw/(1 + |w|2), z = (|w|2 − 1)(|w|2 + 1). )

すると、z 軸まわりの回転は、複素平面の回転でもあるから、回転角を θとすると、w
に対しては w 7→ eiθwと作用することがわかる。もっと一般の回転を議論するには、少々準
備が必要なので、ここで一旦節をわける。

4 一次分数変換
複素平面上の点 wにたいして、次の変換を考える:

w 7→ f [
a b

c d
](w) :=

aw + b

cw + d
. (4.1)
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ただし、a, b, c, dは複素数で、a : b ̸= c : dを満たすとする。(この条件をつけるのは、もし
a : b = c : dだと、a = kc, b = kdとかけて、右辺は恒等的に = kとなってしまってつぶれて
しまうから。)

たとえば、原点まわりの eiθ 回転は f [
eiθ 0

0 1
]であるし、複素平面上で x軸方向に tずら

すのは、w 7→ w + tだが、これは f [
1 t

0 1
]である。

一次分数変換の偉いところは、群をなすことである。

問 10. f [
a b

c d
]にひきつづき f [

p q

r s
]をすると、

f [
p q

r s
](f [

a b

c d
](w)) (4.2)

を計算することになる。これがまた複素数 A, B,C, Dを用いて f [
AB

C D
](w)と書けることを

示せ。(答: A = pa+ qc, B = pb+ qd, C = ra+ sc, D = rb+ sdと取ればよい。)

問 11. f [
a b

c d
]の逆変換が f [

AB

C D
]となるような A, B, C, Dを求めよ。(答: A = d, B = −b,

C = −c, D = aと取れば良い。)

さて、当然のことだが、kをゼロでない複素数とすると、f [ a b
c d

]と f [
ka kb

kc kd
]は同じ変

換を定める。これから、一次分数変換には複素数四つ (a, b, c, d)分から kの分を除いて、複
素数三つ分のパラメタがあることがわかる。実数で数えれば、実数六つぶんのパラメタが
ある。

5 三次元の回転 (II)

以上のことを使うと、勝手な三次元の回転が具体的に式で書ける。
まず、z軸周りの θ回転 Rz,θ は eiθ 倍、すなわち f [

eiθ 0

0 1
]という一次分数変換で書ける

こと思い出す。
次に、x軸まわりの 90度回転で、y軸を z軸にまわすものを考える。この操作を Rx,90◦

と書こう。(x, y, z)に対しては、(x, y, z) 7→ (x,−z, y)と作用する。

問 12. 北極点からの射影で、(x, y, z)が複素数 wに、(x,−z, y)が複素数 w′に対応するとす
る。このとき、

w′ =
w + i

iw + 1
= f [

1 i

i 1
](w) (5.1)

となることを示せ。(答: 頑張って計算しましょう。)

すなわち、Rx,90◦ は具体的な一次分数変換でかける。
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問 13. 同様に、Rx,−90◦ を一次分数変換であらわせ。

これを使うと、y軸まわりの勝手な角度 θの回転 Ry,θ が出来る:

• x軸周りに 90◦回す: これは Rx,90◦ で知っている。

• z軸周りに −θ回す: これは Rz,θ で知っている。

• x軸まわりに −90◦回す、これは Rx,−90◦ 。

全てのステップが一次分数変換だから、合成も一次分数変換。

問 14. Ry,θ = Rx,−90◦Rz,θRx,90◦ を具体的に一次分数変換であらわせ。

さて、これで、一般に緯度 θ,経度 ϕまわりの点で、ψだけ回転する、という操作をあら
わせる。次の三ステップに分解できる:

1. 緯度 θ,経度 ϕの点を回転させて、北極 (0, 0, 1)にもってくる。

(a) これは、まず z軸まわりに −ϕだけまわし、すなわち Rz,−ϕをして、回転軸を経
度 0 , xz平面上にもってきて、

(b) つぎに、y軸周りに −θまわし、z軸にもってくる。すなわち、Ry,−θ をする。

2. 北極まわりで ψだけ回す。Rz,ψ 。

3. 回転軸をもとの場所にもどす。上記の操作の逆をするので、

(b’) まず、y軸周りに θまわし、すなわち Ry,θ をし、
(a’) z軸まわりに ϕまわす。すなわち Rz,ϕをする。

結局、
Rz,ϕRy,θRz,ψRy,−θRz,−ϕ (5.2)

とすればよい。これは、各ステップが一次分数変換だから、合成も一次分数変換。
これで、勝手な回転が、具体的に一次分数変換であらわされることがわかった。三次元

空間の座標にどう作用するかは、まず (x, y, z)から、射影で複素平面にうつって、そこで一
次分数変換をして、また (x, y, z)に戻ればよい。
これをつかって、正二十面体群の作用を具体的に一次分数変換であらわすと面白く、勝

手な五次方程式がそれを用いて解けることが知られている (F. Klein、関口訳、「正二十面体
と五次方程式」参照)。
勝手な三次元空間の回転は一次分数変換であらわせるが、勝手な一次分数変換が三次元

回転の北極からの射影であらわされるわけではない。実際、三次元空間の回転は θ, ϕ, ψの
実三パラメタ必要だが、一次分数変換は複素で三パラメタ、実で六パラメタある。
実は、残りの一次分数変換は特殊相対性理論を考えればあらわれることが知られてい

る。それを次に説明したい。
その前に、どのような一次分数変換が三次元の回転に対応するか調べておこう。まず、

f [
a b

c d
] と f [

ka kb

kc kd
]は同じであった。この自由度を除いておくため、適切に k を選んで、
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ad − bc = 1となるようにする。これは、一次分数変換においては、a : b ̸= c : dであるよ
うにしていたので、ad − bc ̸= 0であるから、可能である。すると、a, b, c, dの四変数に、
ad− bc = 1の一つの条件があるので、結局三つの複素数のパラメタがある。1

先に三次元回転を一次分数変換で書いた際は、Rz,θ と Rx,90◦ から全てをつくった。これ
らは

Rz,θ = f [
eiθ 0

0 1
], Rx,90◦ = f [

1 i

i 1
] (5.3)

であった。これらは ad− bc = 1を満たさないので、

Rz,θ = f [
eiθ/2 0

0 e−iθ/2
], Rx,90◦ = f [

1√
2

i√
2

i√
2

1√
2

] (5.4)

と書き換えておく。
こうすると、両者とも、f [ α−β̄

β ᾱ
]ただし α, βは |α|2 + |β|2 = 1を満たす複素数、と書け

ていることがわかる。

問 15. |α|2 + |β2| = 1なる複素数について、f [ α−β̄
β ᾱ

]の形の一次分数変換は群になることを

示せ。(答: そのような α, βと α′, β′が与えられたときに、f [ α−β̄
β ᾱ

]◦f [ α
′−β̄′

β′ ᾱ′ ] = f [
α′′−β̄′′

β′′ ᾱ′′ ]

を満たす α′′, β′′を決定し、|α′′|2 + |β′′|2 = 1を示せばよい。)

このような一次分数変換は、複素数二つ αと βで実数四つパラメタがあるところに、実
の条件 |α|2 + |β|2 = 1があるので、全体で実のパラメタが三つあることになる。これは三
次元の回転群のパラメタの数と一致しているので、一次分数変換のなかで、三次元の回転
に対応するものは、これらであることがわかる。

α =あ+いi, β =う+えiと書くと、条件 |α|2 + |β|2 = 1は

あ2
+い2 +う2

+え2
= 1 (5.5)

と書ける。これは、ちょうど四次元空間のなかの単位球の式である。よって、三次元の回
転操作全体は、四次元空間のなかの単位球全体と対応することがわかった。2

6 二次元ローレンツ変換と双曲線関数
特殊相対論では空間 (x, y, z)に時間 tを加えて考えるが、簡単のため、まず x, yを忘れて、
z, tだけを考える。

1f [
a b

c d
]が ad − bc = 1としても、f [

a b

c d
] = f [

−a−b

−c−d
]で、さらに (−a)(−d) − (−b)(−c) = 1であるので、

一次分数変換と、ad− bc = 1を満たす複素数四つの間は、一対一ではなくて、一対二である。
2 (あ,い,う,え)で決まる一次分数変換と、(−あ,−い,−う,−え)で決まる一次分数変換は同じだから、もっ

と正確には、三次元の回転操作全体は、「四次元空間のなかの単位球で、正反対の位置にあるものを同一視し
たもの」と一対一に対応する、というのが良い。
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Figure 3: 左: z-t平面上に描いた運動。右: x-y平面の斜めの線。

zt平面で、物体の動きを書いて、中学校入試でよくやったような (?)運動の絵を考え
る。図 3左を見よ。鉄道オタクの人は、電車のダイヤだと思えばよい。止まっている場合
は z = 0となって、まっすぐ上に直線がのびる。速度 v で動いているときは、z = vtとい
う式になる。光速 cで動いているときは、z = ctとなる。以後、面倒なので、時間は年、距
離は光年で測ると、c = 1となって、単に z = tが光速である。
「速度 vで動いていると z = vt、速度 wで動いていると z = wt。速度 vで動いている人
から、速度 wで動いているひとを見ると、速度 w − vで動いているようにみえる」という
のが、特殊相対性理論以前の考え方だが、特殊相対論ではそうならない。
そういうとびっくりするかもしれないが、普通の二次元の三角法において、図 3右の状

況を考えて、「y = 0のところから y = axをみると、角度は tan θ = aを解けばもとまる。
よって y = axのところから、y = bxをみると、角度は tanϕ = b− aを解けばもとまる」と
いうと嘘であるのは明白だから、ひとつまえの「」内の主張も嘘であって良い。
二次元のユークリッド幾何では、原点まわりの回転は、円を円にうつす。いいかえれば、

x2 + y2 を保存する。角度 θの回転は、上のほうでやったが、w = x+ iyには eiθ 倍で作用
するので、

x′ = x cos θ − y sin θ, (6.1)

y′ = x sin θ + y cos θ (6.2)

となった。wを考えるとよいのは、x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy)と因数分解できるからで、そ
うすると、

w′ = eiθw, (6.3)

w̄′ = e−iθw̄ (6.4)

であった。
特殊相対性理論では、時間と空間を混ぜて「回転」させることができて、ローレンツ変

換という。それの重要な性質は、光の速度は一定で変わらないということ。光は z = ±tの
線をとぶので、いいかえれば、z2 − t2を保つ、ということ。ユークリッド幾何での回転と、
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ことなるのは、二乗のまえの係数だけであることに注意する。z2 − t2 = (z − t)(z + t)と因
数分解出来るので、z+ = z+ t, z− = z− tを導入する。ローレンツ変換は、ηを実数として、

z′+ = eηz+, (6.5)

z′− = e−ηz− (6.6)

と作用する。ただし、z′+ = z′ + t′, z′− = z′ − t′である。

問 16. このとき、z2 − t2 = z′2 − t′2であることを確かめよ。

式変形をすると、

z′ = z cosh η − t sinh η, (6.7)

t′ = z sin η + t cosh η (6.8)

となる、ただし sinh, coshは双曲線関数といい、

eη = cosh η + sinh η, e−η = cosh η − sinh η (6.9)

を解いて定める。sinhはシンチュ、coshはコッシュと読む。

問 17. 具体的に cosh η, sinh ηを eη, e−η であらわせ。

問 18. 双曲線関数の加法定理

cosh(ξ + η) = cosh ξ cosh η + sinh ξ sinh η, (6.10)

sinh(ξ + η) = sinh ξ cosh η + cosh ξ sinh η (6.11)

を導け。

さて、ここまで準備すると、z = vtで動いているひとから z = wtで動いているひとを
みると速度がいくつで動いているかがわかる。z = vtをローレンツ変換して、z′ = 0にな
るようにする。(6.7)に代入して、

v cosh η = sinh η (6.12)

を解けば良い。tanh η := sinh η/ cosh ηとすると、v = tanh ηとかける。

問 19. v = tanh ηのとき、ηを具体的に v, logと平方根で書け。(答: η = log(
√

(1 + v)/(1− v))

同様に、w = tanh ξとすると、z = wtをみたす (z, t)は (z, t) = (k sinh ξ, k cosh ξ)と書け
る。これを (6.7), (6.8)に代入して、双曲線関数の加法定理を使うと、

z′ = k sinh(ξ − η), t′ = k cosh(ξ − η) (6.13)

となるので、z′ = t′ tanh(ξ − η)を得る。
すなわち、z = vtで動いているひとから、z = wtで動いているひとをみると、v = tanh η,

w = tanh ξを解いて、z′ = ut′を動いているようにみえる、但し u = tanh(ξ − η)。

問 20. u = (v − w)/(1− vw)を示せ。
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比較のため、もういちど二次元ユークリッド幾何をわざとややこしく考えておく。
y = axなる直線から、y = bxなる直線をみる。y = axが y′ = 0になるような座標にうつ
るには、(6.2)に代入して、a = − tan θ となる θ だけ回転させればよい。y = bxにおいて、
b = tanψと書いておくと、y = bx上の点は、(x, y) = (k cosψ, k sinψ)とかけるので、(6.1),

(6.2)に代入して、(x′, y′) = (k cos(ψ − θ), k sin(ψ − θ))である。よって、y′ = tan(ψ − θ)x′と
なった。
すなわち、y = axなる直線から、y = bxなる直線をみると、a = tan θ, b = tanψを解い

て、y′ = cx′なる直線にみえる、但し c = tan(ψ − θ)。

問 21. c = (a− b)/(1 + ab)を示せ。

二次元ユークリッド幾何のときは、回転で足し算引き算されるのは、角度 θ, ϕに決まっ
ていて、a = tan θ, b = tanϕとかいて y = axとか y = bxと書いたときの a, bが足し引きさ
れると思うバカは居ない。
同様に、特殊相対論では、速度の足し算引き算において、足し引きされるのは、z = vt、

z = wtと書いた v, wでは当然なくて、v = tanh η, w = tanh ξと書いたときの η、ξであるの
が当然である。これら η, ξはラピディティと呼ばれる。
なんにせよ、二次元ユークリッド幾何と特殊相対論はほとんどかわらないので、特殊相

対論はまちがっている、とか、特殊相対論は直感に反している、とか書いてある本は全て
焼いて構わない。

7 特殊相対性理論と一次分数変換
さて、現在我々は (x, y, z, t) = (0, 0, 0, 0)の地球上にいるとする。ここに届く光、ここから
出た光は、光速で伝わるので、

x2 + y2 + z2 − t2 = 0 (7.1)

なる光円錐上を通る。これがわれわれには天球上にうつっているように見えるわけ。天球
は無限に遠くにあるようにみえるが、座標をいれるために、形式的に単位球上にあるとす
る:

(x, y, z) = (
x

t
,
y

t
,
z

t
). (7.2)

問 22. x2 + y2 + z2 = 1を示せ。

さらに、この単位球面を、これまでのように北極から投影して、複素数 wに対応させる。

問 23. 対応する wを求めよ。(答: w = (x+ iy)/(t− z))

さて、z方向に光速の半分ぐらいで走っていたとする。このとき、天球上の星はどうみ
えるか？z-t平面内でローレンツ変換をしないといけないが、これは既に(6.5), (6.6), (6.7),

(6.8)でどうなるかを与えた。
ηをラピディティとして、

w 7→ eηw (7.3)

となる。

問 24. これを確かめよ。
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Figure 4: とてもはやく北極星の方向に走ったときに、天球がどうみえるか。左上: v = 0、右
上: v = 0.5c、左下: v = 0.9c、右下: v = 0.99c。

これは一次分数変換である。勝手な軸まわりの回転をあらわしたのと同じトリックをつ
かって、勝手な軸方向へのローレンツ変換もやはり一次分数変換であらわされることがわ
かる。結局、勝手なローレンツ変換は、天球を投影で複素座標であらわしたところに、一
次分数変換で作用することがわかった。
これを利用して、北極星の方向に、速度 0, 0.5c, 0.9c, 0.99cで走ったときに星座がどうな

るかを絵にかいたものが図 4である。3

回転には回転軸の経度、緯度、回転角の実三パラメタ、ローレンツ変換には走る方向の
経度、緯度、それに走る速度の実三パラメタある。合計で実六パラメタ。一次分数変換に
は複素三パラメタ、実六パラメタあることを既に見たから、これから、かってな一次分数
変換が特殊相対論の変換として出てくることがわかった。

3この図はhttp://demonstrations.wolfram.com/TheCelestialSphere/ のコードを改変して、今学んだ w 7→ eηw を
使って描いた。
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