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問題 F : R
n → RをC∞級関数とし, M をそのグラフ, すなわち

M = {(x, y) ∈ R
n × R = R

n+1 | y = F (x)}

とする. M 上の関数 f : M → Rを f(x, y) = y で定義する. このとき,
(1) 点 (x, y)におけるM の接空間 T(x,y)M を求めよ.
(2) f の臨界点, すなわち f の微分 df(x,y) : T(x,y)M → Rが 0になる点をすべて求めよ.



略解 (1) T(x,y)M = {(v, w) ∈ R
n ×R | w = DF (x)v}であることは容易にチェックできる.

(2) (解答例 1) fの拡張 f̃を f̃(x, y) = yで定める. df(x,y)はDf̃のT(x,y)Mへの制限である.

Df̃(v, w) = w, (v, w) ∈ R
n × R

であるから,
df(x,y) = 0 ⇐⇒すべての v ∈ R

nについてDF (x)v = 0

である. すなわち fの臨界点は, F の微分が消える点をxとして, (x, F (x))となる点である.
(解答例 2) g : R

n → Mを g(x) = (x, F (x))で定めると, gはMの座標を与えている. 従っ
て, f ◦ gの微分が消える点を xとしたとき, g(x)が f の臨界点である. f ◦ g(x) = F (x)だ
から, f の臨界点は, F の微分が消える点を xとして, (x, F (x))となる点である.
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