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記号を簡潔にするために、二つの行列 B嬱嬬 B嬲 を一つにまとめて B で表す。
C嬲 ⊗孅孮孤嬨V 嬩 の元であるとみなす。あとで、一般の箙多様体を考えるときも、同
じようにまとめて取り扱う方が自然になる。
箙多様体の積 M嬨n, r嬩×M嬨n− 嬱, r嬩 の中の部分集合 P嬨n, r嬩を、

{嬨孛B嬱, a嬱, b嬱孝, 孛B嬲, a嬲, b嬲孝嬩 | ∃ξ 嬺 V 嬱 � V 嬲, B嬲ξ 嬽 ξB嬱, a嬲 嬽 ξa嬱, b嬲ξ 嬽 b嬱}

と定める。これをヘッケ対応 欨歈步正歫步 正歯歲歲步歳歰歯歮此步歮正步欩とよぶ。

注 欱欱欮欲欮 嬨嬱嬩 ξ は、全射と仮定しなくても、安定性から自動的に全射となる。実
際、孉孭 ξ は 孉孭 a嬲 を含み、B嬲 で不変なので、V 嬲 全体に一致しないといけない。
嬨嬲嬩 嬨B嬱, a嬱, b嬱嬩嬬 嬨B嬲, a嬲, b嬲嬩と代表元を固定すると、ξは存在するとすれば、た
だ一つである。実際、ξa嬬 ξbがともに上の式を満たせば、孋孥孲嬨ξa − ξb嬩に安定性を
適用して、ξa 嬽 ξbを得る。

インシデンス多様体の類似であることは、次の r 嬽 嬱 の場合から見て取れる。

命題 欱欱欮欳欮 r 嬽 嬱 とし、M嬨n, 嬱嬩 嬽 X 孛n孝嬬 M嬨n− 嬱, 嬱嬩 嬽 X 孛n−嬱孝 と点のヒルベルト
概型、すなわち C孛x, y孝 のイデアルの空間とみなす。このとき P嬨n, 嬱嬩 は、上の
嬨嬱嬱嬮嬱嬩に他ならない。

証明. X 孛n孝 と M嬨n, 嬱嬩 の対応のさせ方を思い出す、I嬱 ⊂ I嬲 のときξ 嬺 V
嬱 嬽

C孛x, y孝/I嬱 � C孛x, y孝/I嬲 嬽 V 嬲 が誘導され、上の式 B嬲ξ 嬽 ξB嬱嬬 a嬲 嬽 ξa嬱 が成り立
つ。
逆に、I嬱 嬽 {f嬨x, y嬩 | f嬨B嬱

嬱 , B
嬱
嬲嬩a

嬱 嬽 嬰}嬬 I嬲 嬽 {f嬨x, y嬩 | f嬨B嬲
嬱 , B

嬲
嬲嬩a

嬲 嬽 嬰} で、
上の式が成り立っていると、後者の条件式は ξf嬨B嬱

嬱 , B
嬱
嬲嬩a

嬱 嬽 嬰 と同値だから
I嬱 ⊂ I嬲 が成り立つ。 �

あとで、対応として M嬨n, r嬩嬬 M嬨n − 嬱, r嬩 の同変コホモロジーの間に写像を定
義するためには、P嬨n, r嬩 からM嬨n, r嬩嬬 M嬨n − 嬱, r嬩への射影が固有写像であるこ
とが必要である。第一成分への射影 p嬱 嬺 P嬨n, r嬩 → M嬨n, r嬩 については、これは
問題ないことが知られているが、M嬨n− 嬱, r嬩 については、たとえば r 嬽 嬱嬬 n 嬽 嬱
のときに P嬨嬱, 嬱嬩 嬽 C嬲 であることから、正しくない。これを修正するために、
嬅嬺 P嬨n, r嬩→ C嬲 を

嬅嬨孛B嬱, a嬱, b嬱孝, 孛B嬲, a嬲, b嬲孝嬩 嬽 孴孲B嬱 − 孴孲B嬲

で定義する。ここで、孴孲B嬱
α − 孴孲B嬲

α は B嬱
α を 孋孥孲 ξ に制限して、スカラーと思っ

たものに他ならない。したがって、 r 嬽 嬱 のとき、嬨嬱嬱嬮嬱嬩の記述で見ると、嬅 は
孓孵孰孰嬨I嬲/I嬱嬩 を与える写像である。

事実 欱欱欮欴欮 射影 p嬱嬬 p嬲 ×嬅

P嬨n, r嬩

M嬨n, r嬩 M嬨n− 嬱, r嬩× C嬲

p1 p2×嬅

は、それぞれ固有である。

これはr 嬽 嬱のときは、事実 嬱嬰嬮嬳嬳 の前半の主張からの帰結である。実際、
P嬨n, r嬩 → X 孛n孝 × X 孛n−嬱孝 × C嬲 は固有写像で、像は {嬨C 嬫 x,C, x嬩 ∈ 孓孹孭nX ×
孓孹孭n−嬱X ×C嬲}であり、この像から 孓孹孭nX嬬 孓孹孭n−嬱X ×C嬲 への射影が固有で
あるから、主張が従う。
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P嬨n, r嬩を調べるために、次の複体 C • を考える。これは、接空間を計算する複
体嬨嬱嬰嬮嬲嬳嬩を少し変更したものである。嬪嬪嬪 で、その意味を説明する。

嬨嬱嬱嬮嬵嬩

孈孯孭嬨V 嬱, V 嬲嬩
σ−→ t嬱 孈孯孭嬨V 嬱, V 嬲嬩

⊕
t嬲 孈孯孭嬨V 嬱, V 嬲嬩

⊕
孈孯孭嬨W,V 嬲嬩

⊕
t嬱t嬲 孈孯孭嬨V 嬱,W 嬩

τ−→ t嬱t嬲 孈孯孭嬨V 嬱, V 嬲嬩
⊕

t嬱t嬲C

σ嬨ξ嬩 嬽


ξB嬱

嬱 −B嬲
嬱ξ

ξB嬱
嬲 −B嬲

嬲ξ
ξa嬱

−b嬲ξ

 ,

τ


B嬱

B嬲

α
β

 嬽

[
B嬲

嬱B嬲 −B嬲
嬲B嬱 嬫 B嬱B

嬱
嬲 −B嬲B

嬱
嬱 嬫 αb嬱 嬫 a嬲β

孴孲嬨βa嬱嬩 嬫 孴孲嬨b嬲α嬩

]
嬮

ただし、t嬱嬬 t嬲 は、嬨嬱嬰嬮嬲嬵嬩と同様に T嬭同変なベクトル束の複体とするために指標
として導入したものである。ヘッケ対応が同変コホモロジーに定める作用素を計
算するときには重要であるが、この節の間はヘッケ対応の幾何学的な性質を調べ
るのにこの複体を用いるだけなので、しばらくは t嬱嬬 t嬲 は無視しても構わない。

補題 欱欱欮欶欮 嬨嬱嬩 これは、複体である。すなわち、τσ 嬽 嬰が成り立つ。
嬨嬲嬩 嬨B嬱, a嬱, b嬱嬩嬬 嬨B嬲, a嬲, b嬲嬩 を固定したとき、σは線形写像として単射である。
嬨嬳嬩 嬨B嬱, a嬱, b嬱嬩嬬 嬨B嬲, a嬲, b嬲嬩 を固定したとき、τは線形写像として全射である。

証明. 嬨嬱嬩 箙多様体の定義方程式 µ嬨B嬱, a嬱, b嬱嬩 嬽 嬰 嬽 µ嬨B嬲, a嬲, b嬲嬩 の帰結であ
る。
嬨嬲嬩 補題 嬱嬰嬮嬷 の証明と同じである。実際 ξ ∈

⊕
孈孯孭嬨V 嬱, V 嬲嬩 が 孋孥孲σ に属す

ると仮定すると、ξB嬱 嬽 B嬲ξ嬬 ξa嬱 嬽 嬰嬬 b嬲ξ 嬽 嬰 が成り立つ。このとき孋孥孲 ξ は
嬨B嬱, a嬱, b嬱嬩 の安定性から V 嬱 全体になる。すなわち、ξ 嬽 嬰 である。
嬨嬳嬩 ξ⊕λが 孉孭 τ と直交しているものとする。するとち、B嬱ξ 嬽 ξB嬲嬬 λa嬱 嬽 ξa嬲嬬

b嬱ξ 嬽 λb嬲 が成り立つ。もしも、λ 6嬽 嬰 とすると、a嬱 嬽 λ−嬱ξa嬲 として、 孉孭 ξ
に 嬨B嬱, a嬱, b嬱嬩 に関する安定性の条件が適用できる状況になる。したがって、
孉孭 ξ 嬽 V 嬱 となる。しかし、孤孩孭V 嬲 < 孤孩孭V 嬱 より、これは不可能である。よっ
て、λ 嬽 嬰 である。すると、孋孥孲 ξ は 嬨B嬲, a嬲, b嬲嬩 の安定性から V 嬲 全体となり、
すなわち、ξ 嬽 嬰 である。 �

注 嬱嬰嬮嬲嬷 により 嬨嬱嬱嬮嬵嬩 を M嬨n, r嬩×M嬨n− 嬱, r嬩 上のベクトル束の複体と考え、
また上の補題により、孋孥孲 τ/ 孉孭σ もベクトル束と考える。その階数は

嬨嬱嬱嬮嬷嬩 嬨嬲n− 嬱嬩r − 嬱 嬽
嬱

嬲
嬨孤孩孭M嬨n,歷嬩 嬫 孤孩孭M嬨n− 嬱, r嬩嬩− 嬱

となる。
また、このベクトル束を M嬨n, r嬩 × M嬨n − 嬱, r嬩 × C嬲 に引き戻し、さらに

t嬱C⊕ t嬲C を直和する。
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そして、孋孥孲 τ/ 孉孭σ ⊕ t嬱C⊕ t嬲Cの切断 s を

s 嬽

嬨嬰⊕ a嬲 ⊕−b嬱嬩 嬨孭孯孤 孉孭σ嬩
孴孲B嬱

嬱 − 孴孲B嬲
嬱 − z嬱

孴孲B嬱
嬲 − 孴孲B嬲

嬲 − z嬲


で定める。定義から、s の最初の成分が消えるのは、ξ ∈ 孈孯孭嬨V 嬱, V 嬲嬩 が存在し
てσ嬨ξ嬩 嬽 嬨嬰⊕ a嬲 ⊕−b嬱嬩 となるときだから、注 嬱嬱嬮嬲 により P嬨n, r嬩 の点であるこ
とに他ならない。さらに、このとき 孴孲B嬱

α − 孴孲B嬲
α は、前に定義した 嬅 である。

したがって、第二、第三成分が消えるのは、嬅 嬽 嬨z嬱, z嬲嬩 となるときである。す
なわち 孚孥孲孯嬨s嬩 嬽 P嬨n, r嬩 であり、このとき C嬲 成分は 嬅で与えられる。
孋孥孲 τ/ 孉孭σ ⊕ t嬱C ⊕ t嬲C に接続 ∇ を導入し、s の微分 ∇s を考える。 孚孥孲孯嬨s嬩
に制限すれば、∇s は接続の取り方には依存しない。

補題 欱欱欮欸欮 sの微分 ∇s は、孚孥孲孯嬨s嬩 上で全射である。

したがって、P嬨n, r嬩は、M嬨n, r嬩×M嬨n− 嬱, r嬩×C嬲に埋め込まれた閉部分多様
体であり、その法束は 孋孥孲 τ/ 孉孭σ ⊕ t嬱C⊕ t嬲Cに他ならない。

証明. 証明内では同変構造は関係ないので、以下指標の t嬱嬬 t嬲 は省略する。

嬨孛嬗B嬱,嬗a嬱,嬗b嬱孝, 孛嬗B嬲,嬗a嬲,嬗b嬲孝嬩 を P嬨n, r嬩 から取り、それぞれの代表元 嬨嬗B嬱,嬗a嬱,嬗b嬱嬩嬬

嬨嬗B嬲,嬗a嬲,嬗b嬲嬩 を固定する。P嬨n, r嬩 に属しているので、嬗ξ 嬺 V 嬱 → V 嬲 であって

嬨嬱嬱嬮嬹嬩 嬗B嬲嬗ξ 嬽 嬗ξ嬗B嬱, 嬗a嬲 嬽 嬗ξ嬗a嬱, 嬗b嬲嬗ξ 嬽嬗b嬱

を満たすものが存在する。µ−嬱嬨嬰嬩孳孴×µ−嬱嬨嬰嬩孳孴上の C嬲⊗孈孯孭嬨V 嬱, V 嬲嬩⊕孈孯孭嬨W,V 嬲嬩⊕
孈孯孭嬨V 嬱,W 嬩⊕ C嬲 の切断 孾s を

孾s嬨B嬱, a嬱, b嬱, B嬲, a嬲, b嬲, z嬱, z嬲嬩 嬽

嬨B嬲嬗ξ −嬗ξB嬱嬩⊕ 嬨a嬲 −嬗ξa嬱嬩⊕ 嬨−b嬱 嬫 b嬲嬗ξ嬩
孴孲B嬱

嬱 − 孴孲B嬲
嬱 − z嬱

孴孲B嬱
嬲 − 孴孲B嬲

嬲 − z嬲


により定義する。一行目の成分は、孋孥孲 τ に属し、孉孭σ で落とすと、もともとの
切断 s の前半部分を µ−嬱嬨嬰嬩孳孴 × µ−嬱嬨嬰嬩孳孴 に引き戻したものに一致する。

孾s を 嬨 孟B嬱, 孟a嬱, 孟b嬱嬩嬬 嬨 孟B嬲, 孟a嬲, 孟b嬲嬩嬬 孟z嬱嬬 孟z嬲 方向に微分すると、嬨 孟B嬲嬗ξ −嬗ξ 孟B嬱嬩⊕ 嬨 孟a嬲 −嬗ξ 孟a嬱嬩⊕ 嬨−孟b嬱 嬫 孟b嬲嬗ξ嬩

孴孲嬨 孟B嬱
嬱嬩− 孴孲嬨 孟B嬲

嬱嬩− 孟z嬱
孴孲嬨 孟B嬱

嬲嬩− 孴孲嬨 孟B嬲
嬲嬩− 孟z嬲


である。孾s を用いて、微分 ∇s の転置写像

t∇s 嬺 孋孥孲 tσ/ 孉孭 tτ ⊕ C嬲 → T孛嬗B1,嬗a1,嬗b1孝M嬨n, r嬩× T孛嬗B2,嬗a2,嬗b2孝M嬨n− 嬱, r嬩⊕ C嬲

を計算し、それが単射であることを証明すればよい。ただし、右辺の接空間
は、§嬱嬰嬨孶孩孩嬩のように 嬨嬱嬰嬮嬲嬳嬩の複体の中間のコホモロジーと同一視し、さらに
嬨嬱嬰嬮嬱嬷嬩のシンプレクティック形式により、双対空間をそれ自身と同一視してい
る。
嬨B∗嬱 ,B

∗
嬲 , α
∗, β∗, z∗嬱 , z

∗
嬲嬩 を 孋孥孲 tσ ⊕ C嬲 ⊂ C嬲 ⊗ 孈孯孭嬨V 嬲, V 嬱嬩 ⊕ 孈孯孭嬨V 嬲,W 嬩 ⊕

孈孯孭嬨W,V 嬱嬩 ⊕ C嬲 から取り、 t∇s で送ると消えていると仮定する。z∗嬱 嬽 z∗嬲 嬽 嬰
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が成り立ち、さらに ξ嬱 ∈ 孅孮孤嬨V 嬱嬩嬬 ξ嬲 ∈ 孅孮孤嬨V 嬲嬩 が存在して、

B∗嬲嬗ξ 嬽 ξ嬱嬗B嬱
嬱 − 嬗B嬱

嬱ξ
嬱,

−B∗嬱嬗ξ 嬽 ξ嬱嬗B嬱
嬲 − 嬗B嬱

嬲ξ
嬱,

β∗ 嬽 ξ嬱嬗a嬱,

−α∗嬗ξ 嬽 −嬗b嬱ξ嬱,



嬗ξB∗嬲 嬽 ξ嬲嬗B嬲
嬱 − 嬗B嬲

嬱ξ
嬲,

−嬗ξB∗嬱 嬽 ξ嬲嬗B嬲
嬲 − 嬗B嬲

嬲ξ
嬲,

嬗ξβ∗ 嬽 ξ嬲嬗a嬲,

−α∗ 嬽 −嬗b嬲ξ嬲,

が成り立つ。
この式と嬨嬱嬱嬮嬹嬩から、孋孥孲嬨嬗ξξ嬱 − ξ嬲嬗ξ嬩 は 孉孭嬗a嬱 を含み、 嬨嬗ξξ嬱 − ξ嬲嬗ξ嬩嬗B嬱 嬽嬽

嬗B嬲嬨嬗ξξ嬱 − ξ嬲嬗ξ嬩 により、 嬗B嬱 で不変である。したがって、安定性により 嬗ξξ嬱 嬽 ξ嬲嬗ξ

が成り立つ。特に、 ξ嬱 は一次元の部分空間 孋孥孲嬗ξ ⊂ V 嬱 を保つ。そこで、式

ξ嬱|孋孥孲嬗ξ 嬽 λ 孩孤孋孥孲嬗ξ によりスカラー λ を定める。すると、ζ嬗ξ 嬽 ξ嬱 − λ 孩孤V 1 とな

る、V 嬲 から V 嬱 への線形写像 ζ が誘導される。このとき、上の式から

B∗嬲 嬽 ζ嬗B嬲
嬱 − 嬗B嬱

嬱ζ,

−B∗嬱 嬽 ζ嬗B嬲
嬲 − 嬗B嬱

嬲ζ,

β∗ 嬽 ζ嬗a嬲 嬫 λ嬗a嬱,

α∗ 嬽嬗b嬱ζ 嬫 λ嬗b嬲

が従う。例えば、最後の式は α嬗ξ 嬽嬗b嬱ξ嬱 嬽嬗b嬱嬨ζ嬗ξ 嬫 λ嬩 嬽嬗b嬱ζ嬗ξ 嬫 λ嬗b嬲嬗ξ で、嬗ξ は全射
なので従う。 これは、B∗嬱 嬬 B∗嬲 嬬 α

∗嬬 β∗ がtτ嬨ζ ⊕ λ嬩 に一致していることを意味す
る。したがって、t∇孾s は単射である。 �

注 欱欱欮欱欰欮 §§嬵嬨孩孩孩嬩嬬 嬵嬨孶嬩で sl嬨嬲嬩 およびそのヤンギアンを構成する際に用いた対応
孾P 嬨k, n嬩 はラグランジアン部分多様体であった。同様に、ヘッケ対応 P嬨n, r嬩は、
階数が 孤孩孭M嬨n, r嬩 ×M嬨n − 嬱, r嬩 × C嬲 の半分のベクトル束の、横断的な切断の
零点で、丁度半分次元である。さらに、ラグランジアン部分多様体であることも
確かめることができる。嬪嬪嬪嬪嬪嬪

欱欱欨歩歩欩欮 生成元の定義と主張欮 ヘッケ対応 P嬨n, r嬩の定義により、孋孥孲 ξ は V 嬱

の嬱次元部分空間である。これは、P嬨n, r嬩 上の直線束を定める。嬨嬱嬱嬮嬱嬩で言えば、
ファイバーを I嬲/I嬱 とするような直線束である。
そこで、 嬨嬵嬮嬱嬱嬩と 嬨嬵嬮嬱嬲嬩と同様に、

⊕
H∗T嬨M嬨n, r嬩嬩 に働く作用素を

Fk 嬽
∑
n

p嬱∗嬨c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩k ∪ p∗嬲嬨·嬩嬩

Ek 嬽 嬨−嬱嬩r−嬱
∑
n

p嬲∗嬨c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩k ∪ p∗嬱嬨·嬩 ∪嬅∗嬨孛嬰孝嬩嬩
嬨嬱嬱嬮嬱嬱嬩

と定める。ここで、Ek について 嬅∗嬨孛嬰孝嬩 は p嬲 嬺 P嬨n, r嬩 → M嬨n − 嬱, r嬩 が固有で
ないので、事実 嬱嬱嬮嬴 をもとに、代わりに 嬅−嬱嬨嬰嬩 ⊂ P嬨n, r嬩 を使うことを意味す
る。
ただし、まだボレル・ムーア・ホモロジーの説明をしていないので、若干の問
題がある。とりあえず、向き付けられた多様体の間の固有写像についてコホモロ
ジーの押し出し写像が定義されて、局所化定理も同様に成り立つことを仮定して
先に進む。嬪嬪嬪嬪
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次に、Hk を定義するために、§嬵嬨孶嬩 のときと同様に、嬨嬵嬮嬱嬳嬩 の同変ベクトル束
に対するコホモロジー類 cz嬨 嬩 を用いて、嬨嬵嬮嬱嬴嬩の類似の

嬨嬱嬱嬮嬱嬲嬩

cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬩
cz嬨E嬩

嬽
cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 W ∗嬩cz嬨t−嬱嬱 V ∗嬩cz嬨t−嬱嬲 V ∗嬩cz嬨t嬱t嬲V

∗嬩

cz嬨W ∗嬩cz嬨t嬱V ∗嬩cz嬨t嬲V ∗嬩cz嬨t
−嬱
嬱 t−嬱嬲 V ∗嬩

E 孤孥学.
嬽 W ∗ ⊕ t嬱V ∗ ⊕ t嬲V ∗ 	 V ∗ 	 t嬱t嬲V ∗

を考える。カップ積でコホモロジーに作用する作用素とみなす。さらに 嬨嬵嬮嬱嬴嬩と
同様に、上の式を z 嬽∞で展開して

嬨嬱嬱嬮嬱嬳嬩

(
cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬩

cz嬨E嬩

)嬫
孤孥学.
嬽 H嬨z嬩 ≡ 嬱− 嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩

∞∑
k嬽嬰

Hkz
−k−嬱

により定義する。また、今の場合は展開した係数は ε嬱 嬫 ε嬲で割れることに注意
する。嬨嬵嬮嬱嬵嬩 と同様に低次の項を展開すると(

cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬩
cz嬨E嬩

)嬫

嬽 嬱− r嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩

z
嬫

((
r

嬲

)
嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩 嬫 c嬱嬨E嬩

)
ε嬱 嬫 ε嬲
z嬲

−
((

r

嬳

)
嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩

嬲 嬫 嬨r − 嬱嬩c嬱嬨E嬩嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩 嬫 c嬱嬨E嬩嬲 − 嬲c嬲嬨E嬩
)
ε嬱 嬫 ε嬲
z嬳

嬫 · · ·

となる。さらに、E を W ∗嬬 V ∗ で書き換えると、

c嬱嬨E嬩 嬽 c嬱嬨W
∗嬩, c嬲嬨E嬩 嬽 c嬲嬨W

∗嬩 嬫 ε嬱ε嬲 孲孡孮孫V
∗

となることも注意しておこう。ここまでは、写像 M嬨n, r嬩 → 孰孴 で引き戻したコ
ホモロジー類であるが、H嬳 には c嬱嬨V

∗嬩 が現れる。

定理 欱欱欮欱欴 嬨孓季孨孩嬋孭孡孮孮嬭孖孡孳孳孥孲孯孴 孛歓歖欱欳孝嬬 季学嬮 孆孥孩孧孩孮嬭孔孳孹孭孢孡孬孩孵孫 孛歆歔欱欱孝嬬 孔孳孹孭孢孡孬嬭
孩孵孫 孛歔歳歹欱欷孝嬩欮 上で定義した

∞⊕
n嬽嬰

H∗T嬨M嬨n, r嬩嬩

に働く作用素 Ek嬬 Fk嬬 Hk 嬨k 嬽 嬰, 嬱, 嬲, . . . 嬩 は、 ĝl嬨嬱嬩 に付随したヤンギアン

Y 嬨ĝl嬨嬱嬩嬩 の定義関係式

孛Hk, Hl孝 嬽 嬰,嬨嬱嬱嬮嬱嬵孡嬩

孛Hk嬫嬳, El孝− 嬳孛Hk嬫嬲, El嬫嬱孝 嬫 嬳孛Hk嬫嬱, El嬫嬲孝− 孛Hk, El嬫嬳孝

− 嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩 嬨孛Hk嬫嬱, El孝− 孛Hk, El嬫嬱孝嬩

嬽 −ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩嬨HkEl 嬫 ElHk嬩,

孛H嬰, El孝 嬽 嬰 嬽 孛H嬱, El孝, 孛H嬲, El孝 嬽 嬲ε嬱ε嬲El,

嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬩

孛Hk嬫嬳, Fl孝− 嬳孛Hk嬫嬲, Fl嬫嬱孝 嬫 嬳孛Hk嬫嬱, Fl嬫嬲孝− 孛Hk, Fl嬫嬳孝

− 嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩 嬨孛Hk嬫嬱, Fl孝− 孛Hk, Fl嬫嬱孝嬩

嬽 ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩嬨HkFl 嬫 FlHk嬩,

孛H嬰, Fl孝 嬽 嬰 嬽 孛H嬱, Fl孝, 孛H嬲, Fl孝 嬽 −嬲ε嬱ε嬲Fl,

嬨嬱嬱嬮嬱嬵季嬩

孛E嬳, E嬰孝− 嬳孛E嬲, E嬱孝− 嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩孛E嬱, E嬰孝 嬽 −ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩E
嬲
嬰 ,嬨嬱嬱嬮嬱嬵孤嬩

孛F嬳, F嬰孝− 嬳孛F嬲, F嬱孝− 嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩孛F嬱, F嬰孝 嬽 ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩F
嬲
嬰 ,嬨嬱嬱嬮嬱嬵孥嬩

孛E嬰, 孛E嬰, E嬱孝孝 嬽 嬰 嬽 孛F嬰, 孛F嬰, F嬱孝孝,嬨嬱嬱嬮嬱嬵学嬩

孛Ek, Fl孝 嬽 Hk嬫l嬨嬱嬱嬮嬱嬵孧嬩
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を満たす。

この節の終わりまでで、この結果の証明を与える。 孛歓歖欱欳孝 においては、

Y 嬨ĝl嬨嬱嬩嬩 の上の定義関係式が与えられておらず、それは、あとで書かれた
孛歁歓欱欳孝 で与えられた。したがって、二つの論文を組み合わせて、この結果が
従うことになる。ここでの証明は、前節の準備に基づけば §嬵嬨孶嬩 の sl嬨嬲嬩 のヤン
ギアンの場合の証明と基本的には同じである。概ね 孛歔歳歹欱欷孝 に従っているが、
ヤング図形の組み合わせ論の部分については 孛歂歆歍嬫欱欶孝 の定式化を用いた。な
お、 孛歔歳歹欱欷孝 の計算は、r 嬽 嬱 のヒルベルト概型の場合で、同変K理論で計算を
行った 孛歆歔欱欱孝 に基づいている。
関係式 嬨嬱嬱嬮嬱嬵孡嬩 は定義から明らかである。

次に、嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬩を検証する。変数 ε嬳
孤孥学.
嬽 −嬨ε嬱嬫ε嬲嬩を形式的に導入し、嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬩

に現れている係数を −嬨ε嬲嬱嬫ε嬱ε嬲嬫ε嬲嬲嬩 嬽 ε嬱ε嬲嬫ε嬲ε嬳嬫ε嬳ε嬱嬬 −ε嬱ε嬲嬨ε嬱嬫ε嬲嬩 嬽 ε嬱ε嬲ε嬳
と書き直すと対称性が上がることに注意する。嬨嬱嬱嬮嬱嬳嬩 の母関数 H嬨z嬩 の他に、

E嬨y嬩
孤孥学.
嬽

∞∑
k嬽嬱

Eky
−k−嬱

を導入すると、嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬩 は

嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬧嬩
孛嬨z − y − ε嬱嬩嬨z − y − ε嬲嬩嬨z − y − ε嬳嬩H嬨z嬩E嬨y嬩孝<嬰

嬽 孛嬨z − y 嬫 ε嬱嬩嬨z − y 嬫 ε嬲嬩嬨z − y 嬫 ε嬳嬩E嬨y嬩H嬨z嬩孝<嬰

と同値であることに注意しよう。ここで 孛 孝<嬰 は y について展開して、負べきの
ところを取ることを意味する。実際、

嬨z − y ± ε嬱嬩嬨z − y ± ε嬲嬩嬨z − y ± ε嬳嬩
嬽 z嬳 − 嬳z嬲y 嬫 嬳zy嬲 − y嬳 嬫 嬨ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲ε嬳 嬫 ε嬳ε嬱嬩嬨z − y嬩± ε嬱ε嬲ε嬳

を使って展開して、z についてのべきが非負なところを比べると、 嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬩 の
孛Hk, Er孝 嬨k 嬽 嬰, 嬱, 嬲嬩 に関する式を得て、べきが負なところを比べると最初の式
を得る。
嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬧嬩 を確かめるために、P嬨n, r嬩 上に、M嬨n, r嬩 と M嬨n− 嬱, r嬩 のトートロ
ジカル束を引き戻したものを、それぞれ V 嬱嬬 V 嬲 で表そう。対応する E も、それ
ぞれ E嬱嬬 E嬲 であらわす。このとき、ヘッケ対応の定義から V 嬱/孋孥孲 ξ 嬽 V 嬲 であ
る。したがって

cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬱嬩
cz嬨E嬱嬩

/
cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬲嬩

cz嬨E嬲嬩

嬽
嬨z − ε嬱 − c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩嬩嬨z − ε嬲 − c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩嬩嬨z − ε嬳 − c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩嬩

嬨z 嬫 ε嬱 − c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩嬩嬨z 嬫 ε嬲 − c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩嬩嬨z 嬫 ε嬳 − c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩嬩

が成り立つ。H嬨z嬩Ek嬬 EkH嬨z嬩 がそれぞれ

cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬲嬩
cz嬨E嬲嬩

c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩k ∩ 孛P嬨n, r嬩孝,
cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬱嬩

cz嬨E嬱嬩
c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩k ∩ 孛P嬨n, r嬩孝

で表されることに注意して、嬨嬱嬱嬮嬱嬵孢嬧嬩 を得ることができる。嬨嬱嬱嬮嬱嬵季嬩 についても
同様である。
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欱欱欨歩歩歩欩欮 ヘッケ対応の固定点公式による表示 命題 嬱嬰嬮嬲嬰 による固定点 ~Y ∈
M嬨n, r嬩 の与える同変コホモロジーの局所化における基底は、Hr の同時固有ベ

クトルであり、固有値は E の ~Y におけるファイバーのウェイトから計算するこ
とができる。
次に、Er嬬 Fr を固定点で計算するために、組み合わせ論的な準備を行う。

定義 欱欱欮欱欶欮 嬨嬱嬩 ヤング図形 Y の足せる箱 欨歡此此歡止歬步 止歯歸欩嬱とは、箱のない空き
s 嬽 嬨i, j嬩 であって、そこに箱を足したものが、ヤング図形になるものをいう。
足してできるヤング図形を Y t {s} で表す。
嬨嬲嬩 除ける箱 欨歲步歭歯歶歡止歬步 止歯歸欩とは、Y の箱 s 嬽 嬨i, j嬩 であって、それを除い
たものが、ヤング図形になるものをいう。除いてできるヤング図形を Y \ {s} で
表す。嬨図 嬶 参照嬩

足せる箱

除ける箱

図 6. 足せる箱と除ける箱

命題 嬱嬰嬮嬲嬰 による M嬨n, r嬩 の固定点の記述から、P嬨n, r嬩 における T嬭作用に関
する固定点は、r個のヤング図形 ~Y 嬽 嬨Y 嬱, . . . , Y r嬩 で |~Y | 嬽 n となるものと、あ

る Y α 嬨α 嬽 嬱, . . . , r嬩 の除ける箱 sα の組 嬨~Y , sα嬩 でパラメトライズされる。この

とき、M嬨n− 嬱, r嬩 の固定点は、 ~Y のうち Y α だけを sα を取り除いた Y α \ {sα}
で置き換えたものである。箱をどのヤング図形から除いたかを覚えておくため
に、箱の肩に α を書いておく。 嬨Y 嬱, . . . , Y α \ {sα}, . . . , Y r嬩 を ~Y \ {sα} と書く
ことにする。逆に、 ~Y ′ 嬽 嬨Y ′嬱, . . . , Y ′r嬩 で|~Y ′| 嬽 n − 嬱 となるものから出発する

と、 ~Y ′ に Y ′α 嬨α 嬽 嬱, . . . , r嬩 の足せる箱 sα を付け足したもので、パラメトライ

ズされる。上の場合と同様に、付け加えてできるヤング図形の組を ~Y ′ t {sα} で
表す。
以下、作用素 Ek嬬 Fk を局所化定理で計算する。局所化定理で計算をチェック
すればよいことは、次の結果が保証する。

事実 欱欱欮欱欷欮 H∗T嬨M嬨n, r嬩嬩 は、H∗T嬨孰孴嬩 加群として自由である。

§嬴と同様に、商体 孆孲孡季H∗T嬨孰孴嬩 をテンソル積した同変コホモロジーを HT嬨嬿嬩 で

表す。固定点 ~Y の M嬨n, r嬩への包含写像を i~Y で表したとき、定理 嬴嬮嬹 の証明の

最初の部分と、そこで使われた 命題 嬴嬮嬱嬰 とから、同型写像∑
~Y

i~Y ∗ 嬺
⊕
~Y

HT嬨~Y 嬩
∼嬽−→ HT嬨M嬨n, r嬩嬩

嬱箱はヤング図形にはないので、「足せる空き」といった方が感じがでるが、英語の文献・論文
で addable box とよばれているので踏襲することにした。
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があり、逆写像は、
∑ i∗~Y

e嬨T~YM嬨n,r嬩嬩 であった。 P嬨n, r嬩 についても同様に、∑
嬨~Y ,s嬩

i嬨~Y ,s嬩∗ 嬺
⊕
嬨~Y ,s嬩

HT嬨嬨~Y , s嬩嬩
∼嬽−→ HT嬨P嬨n, r嬩嬩

は同型写像で、逆写像は
∑ i∗

(~Y ,s)

e嬨T(~Y ,s)P嬨n,r嬩嬩 である。合わせて 嬨嬴嬮嬱嬴嬩 で見たように

HT嬨P嬨n, r嬩嬩
p1∗−−−−→ HT嬨M嬨n, r嬩嬩∑ i∗

嬨~Y ,s嬩

e嬨T嬨~Y ,s嬩P嬨n, r嬩嬩

y y∑ i∗~Y
e嬨T~YM嬨n, r嬩嬩⊕

嬨~Y ,s嬩

HT嬨嬨~Y , s嬩嬩 −−−−→
pT1∗

⊕
~Y

HT嬨~Y 嬩

は可換図式である。引き戻し p∗嬲 については、M嬨n− 嬱, r嬩 の固定点を ~Y ′ で表し
て

HT嬨M嬨n− 嬱, r嬩嬩
p∗2−−−−→ HT嬨P嬨n, r嬩嬩∑

i∗~Y ′

y y∑ i∗
嬨~Y ,s嬩⊕

~Y ′

HT嬨~Y
′嬩 −−−−→

pT∗2

⊕
嬨~Y ,s嬩

HT嬨嬨~Y , s嬩嬩

は可換図式である。
そこで、HT嬨M嬨n − 嬱, r嬩嬩 の基底 {i~Y ′∗孛~Y

′孝} について、Fr での行き先を、

HT嬨M嬨n, r嬩嬩 の基底 {i~Y ∗孛~Y 孝} に関する線形和で表すと、その行列要素が 嬰 に

ならないのは、 ~Y ′ の中のある Y α 嬨α 嬽 嬱, . . . , r嬩 に足せる箱 s を付け足して ~Y

ができている場合である。そして、そのような ~Y に対して行列要素は、

嬨嬱嬱嬮嬱嬸嬩 c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩|k
嬨~Y ,s嬩

e嬨T~Y ′M嬨n− 嬱, r嬩嬩

e嬨T嬨~Y ,s嬩P嬨n, r嬩嬩
嬽 c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩|k

嬨~Y ,s嬩

e嬨C •
嬨~Y ,s嬩

嬩

e嬨T~YM嬨n, r嬩嬩

で与えられる。等号は、P嬨n, r嬩 の M嬨n, r嬩 ×M嬨n − 嬱, r嬩 における法束が 嬨嬱嬱嬮嬵嬩
の複体 C • で与えられていることからの帰結である。
同様に、Ek については

嬨嬱嬱嬮嬱嬹嬩 嬨−嬱嬩r−嬱ε嬱ε嬲c嬱嬨孋孥孲 ξ嬩k|嬨~Y ,s嬩
e嬨C •

嬨~Y ,s嬩
嬩

e嬨T~Y ′M嬨n− 嬱, r嬩

となる。
固定点公式による計算を実行するために、次の補助的な関数を用意しよう。

ϕ嬨x嬩
孤孥学.
嬽

嬨x嬫 ε嬱嬩嬨x嬫 ε嬲嬩

x嬨x嬫 ε嬱 嬫 ε嬲嬩
,

C~Y 嬨z嬩
孤孥学.
嬽

r∏
α嬽嬱

嬨z − aα嬩
∏
s∈Yα

ϕ嬨z − aα 嬫 l′嬨s嬩ε嬱 嬫 a′嬨s嬩ε嬲嬩

とおく。幾何学的な意味は、

嬨嬱嬱嬮嬲嬰嬩 C~Y 嬨z嬩 嬽 cz嬨E嬩|~Y , C~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩 嬽 cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬩|~Y
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である。嬨嬱嬱嬮嬱嬲嬩 と比較すると、

嬨嬱嬱嬮嬲嬱嬩
cz嬨t−嬱嬱 t−嬱嬲 E嬩

cz嬨E嬩

∣∣∣∣
~Y

嬽
C~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩

C~Y 嬨z嬩

となる。
また、箱 sα に対して、

χ嬨sα嬩 嬽 aα − l′嬨sα嬩ε嬱 − a′嬨sα嬩ε嬲

とおく。言うまでもないが、嬨嬱嬰嬮嬲嬸嬩 において、箱 sα が 季孨嬨V 嬩 に寄与するウェ
イトの 孬孯孧 に他ならない。
あとの準備のために、次の補題を用意する。

補題 欱欱欮欲欲欮 Yα に足せる箱の全体を AYα 嬬 Yα から除ける箱の全体を RYα とする
とき、

C~Y 嬨z嬩 嬽

r∏
α嬽嬱

∏
sα∈AYα

嬨z − χ嬨sα嬩嬩

∏
sα∈RYα

嬨z 嬫 ε嬱 嬫 ε嬲 − χ嬨sα嬩嬩

が成り立つ。特に、C~Y 嬨z嬩
−嬱 の極は高々一位で、その位置は、sα が Yα に足せ

る箱の z 嬽 χ嬨sα嬩 のところにある。その点における留数は

孒孥孳
z嬽χ嬨sα嬩

嬱

C~Y 嬨z嬩
嬽

ε嬱ε嬲
ε嬱 嬫 ε嬲

嬱

C~Y t{sα}嬨χ嬨s
α嬩嬩

で与えられる。
また、C~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩 の極は高々一位で、その位置は、sα が Yα から除ける

箱の z 嬽 χ嬨sα嬩 のところにある。その点における留数は

孒孥孳
z嬽χ嬨sα嬩

C~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩 嬽 −
ε嬱ε嬲
ε嬱 嬫 ε嬲

C~Y \{sα}嬨χ嬨s
α嬩− ε嬱 − ε嬲嬩

で与えられる。

証明. 説明のために補助的に

A~Y 嬨z嬩
孤孥学.
嬽

r∏
α嬽嬱

嬨z − aα嬩
∏
s∈Yα

嬨z − aα 嬫 嬨l′嬨s嬩 嬫 嬱嬩ε嬱 嬫 a′嬨s嬩ε嬲嬩

× 嬨z − aα 嬫 l′嬨s嬩ε嬱 嬫 嬨a′嬨s嬩 嬫 嬱嬩ε嬲嬩 ,

B~Y 嬨z嬩
孤孥学.
嬽

r∏
α嬽嬱

∏
s∈Yα

嬨z − aα 嬫 l′嬨s嬩ε嬱 嬫 a′嬨s嬩ε嬲嬩

× 嬨z − aα 嬫 嬨l′嬨s嬩 嬫 嬱嬩ε嬱 嬫 嬨a′嬨s嬩 嬫 嬱嬩ε嬲嬩

という関数を定めておく。そこで、C~Y 嬨z嬩 嬽 A~Y 嬨z嬩/B~Y 嬨z嬩 が z 嬽 aα − iε嬱 − jε嬲
嬨i, j ∈ Z≥嬰嬩に零点か極を持つかどうかを考える。最初に 嬨i, j嬩 嬽 嬨嬰, 嬰嬩のときは、

A~Y 嬨z嬩 の最初の項 z − aα が零点を生む可能性があるが、もしも 嬨嬰, 嬰嬩 に箱 s が

あれば、B~Y 嬨z嬩 の因子 z − aα 嬫 l′嬨s嬩ε嬱 嬫 a′嬨s嬩ε嬲 により、キャンセルしてしまう。

これは、嬨嬰, 嬰嬩 が足せる箱ならば零点、そうでないならば零点でない、というこ
となので、C~Y 嬨z嬩 への z − aα の現れ方について主張は正しい。
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次に 嬨i, j嬩 6嬽 嬨嬰, 嬰嬩 のとき、箱 s に対応する A嬨z嬩嬬 B嬨z嬩 の中の４つの因子が、
z 嬽 aα − iε嬱 − jε嬲 に極もしくは零点を与えるかどうか考えてみる。その寄与は{

極 嬨l′嬨s嬩, a′嬨s嬩嬩 嬽 嬨i, j嬩 もしくは 嬽 嬨i− 嬱, j − 嬱嬩のとき

零点 嬨l′嬨s嬩, a′嬨s嬩嬩 嬽 嬨i− 嬱, j嬩 もしくは 嬽 嬨i, j − 嬱嬩のとき

である。したがって、零点になるのは、i, j ≥ 嬱 ならば、嬨i− 嬱, j嬩嬬 嬨i, j − 嬱嬩 に共
に箱があり、必然的に 嬨i − 嬱, j − 嬱嬩に箱があるが、嬨i, j嬩 には箱がない場合であ
る。これは、すなわち 嬨i, j嬩 が足せる箱ということである。
i もしくは j が 嬰 のときには、i− 嬱 もしくは j − 嬱 が負になってしまうので、
上の説明は文字通りには正しくないが、A嬨z嬩嬬 B嬨z嬩 の中の２つの因子が寄与する
可能性があり、同じ考察で主張が正しいことが分かる。
極になるのは、嬨i − 嬱, j − 嬱嬩 に箱があり、嬨i − 嬱, j嬩嬬 嬨i, j − 嬱嬩 に箱がない場合
で、すなわち 嬨i− 嬱, j − 嬱嬩 が除ける箱であるということである。
留数については、

嬨嬱嬱嬮嬲嬳嬩
C~Y t{sα}嬨z嬩

C~Y 嬨z嬩
嬽 ϕ嬨z − χ嬨sα嬩嬩

から従う。項 ε嬱ε嬲/嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩 は孒孥孳z嬽χ嬨sα嬩 ϕ嬨z − χ嬨sα嬩嬩 からの寄与である。 �

以下、簡潔さのために i~Y ∗孛
~Y 孝 を単に ~Y で表すことにする。 嬨嬱嬱嬮嬱嬸嬩と 嬨嬱嬱嬮嬱嬹嬩

より次を得る。

補題 欱欱欮欲欴欮 ~Y 嬽 ~Y ′ t {sα} とする。
嬨嬱嬩 Fk の 嬨~Y ′嬬 ~Y 嬩 における行列要素は

嬱

ε嬱 嬫 ε嬲

zk

C~Y 嬨z嬩

∣∣∣∣
z嬽χ嬨sα嬩

である。
嬨嬲嬩 Ek の 嬨~Y 嬬 ~Y ′嬩 における行列要素は

− ε嬱ε嬲
ε嬱 嬫 ε嬲

zkC~Y ′嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩
∣∣
z嬽χ嬨sα嬩

である。

補題 嬱嬱嬮嬲嬲 により、C~Y 嬨z嬩
−嬱嬬 C~Y ′嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩 に z 嬽 χ嬨sα嬩 を代入することが

できることに注意しよう。

証明. 複体 C • の定義 嬨嬱嬱嬮嬵嬩 と、接空間を与える複体の定義 嬨嬱嬰嬮嬲嬵嬩 を見比
べて、V 嬱/孋孥孲 ξ ∼嬽 V 嬲 に注意すると、

cz嬨C •
嬨~Y ,sα嬩

嬩

cz嬨T~YM嬨n, r嬩嬩

嬽
cz嬨孈孯孭嬨V 嬱,孋孥孲 ξ嬩嬩cz嬨t嬱t嬲 孈孯孭嬨V 嬱,孋孥孲 ξ嬩嬩

cz嬨t嬱 孈孯孭嬨V 嬱,孋孥孲 ξ嬩嬩cz嬨t嬲 孈孯孭嬨V 嬱,孋孥孲 ξ嬩嬩cz嬨孈孯孭嬨W,孋孥孲 ξ嬩嬩cz嬨t嬱t嬲C嬩

を得る。孋孥孲 ξ のウェイトが χ嬨sα嬩 であることに注意して、他の項が 嬨嬱嬱嬮嬱嬲嬩 の
E にまとめられるので、嬨嬱嬱嬮嬲嬰嬩 から、上の式は

嬱

z 嬫 ε嬱 嬫 ε嬲
C~Y 嬨z 嬫 χ嬨sα嬩嬩−嬱
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に等しい。z 嬽 嬰 は極でないので、z 嬽 嬰 とおいて、嬨嬱嬩 が従う。嬨嬲嬩 についても
同様である。 �

欱欱欨歩歶欩欮 二次の関係式の証明欮 以上の準備のもと、作用素の積を計算するこ
とができる。

主張. 孛Ek, Fl孝 の、対角線でないところの行列要素 嬨~Y , ~Y ′嬩 嬨~Y 6嬽 ~Y ′嬩 は 嬰 であ
る。

証明. ~Y ′ 嬽 ~Y t {sα} \ {sβ} としよう。 ~Y 6嬽 ~Y ′ と仮定しているので、sα嬬 sβ

は決まっていることに注意する。また、 ~Y ′ 嬽 ~Y \ {sβ} t {sα} ともなっている。
補題 嬱嬱嬮嬲嬴より EkFl の 嬨~Y , ~Y ′嬩 における行列要素は

− ε嬱ε嬲
嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩嬲

wkzl
C~Y ′嬨w − ε嬱 − ε嬲嬩
C~Y t{sα}嬨z嬩

∣∣∣∣∣z嬽χ嬨sα嬩
w嬽χ嬨sβ嬩

で与えられる。一方、FlEk の行列要素は

− ε嬱ε嬲
嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩嬲

wkzl
C~Y \{sβ}嬨w − ε嬱 − ε嬲嬩

C~Y ′嬨z嬩

∣∣∣∣∣z嬽χ嬨sα嬩
w嬽χ嬨sβ嬩

である。嬨嬱嬱嬮嬲嬳嬩 を使って、両者を C ~Y ′嬨w − ε嬱 − ε嬲嬩/C~Y ′嬨z嬩 で書き直すと、前者
の場合は

ϕ嬨z − χ嬨sβ嬩嬩−嬱

後者の場合は

ϕ嬨w − χ嬨sα嬩− ε嬱 − ε嬲嬩−嬱

が生じる。z 嬽 χ嬨sα嬩嬬 w 嬽 χ嬨sβ嬩 を代入すると、二つは等しいので、主張が従
う。 �

対角線成分については、 EkFl の 嬨~Y , ~Y 嬩 における行列要素は、

− ε嬱ε嬲
嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩嬲

r∑
α嬽嬱

∑
sα∈AY α

zk嬫l
C~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩
C~Y t{sα}嬨z嬩

∣∣∣∣∣
z嬽χ嬨sα嬩

嬽 − 嬱

ε嬱 嬫 ε嬲

r∑
α嬽嬱

∑
sα∈AY α

孒孥孳
z嬽χ嬨sα嬩

zk嬫lC~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩
C~Y 嬨z嬩

dz

である。ただし二行目で 補題 嬱嬱嬮嬲嬲 を用いた。
同様に、FlEk の 嬨~Y , ~Y 嬩 における行列要素は、

− ε嬱ε嬲
嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩嬲

r∑
α嬽嬱

∑
sα∈RY α

zk嬫l
C~Y \{sα}嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩

C~Y 嬨z嬩

∣∣∣∣∣
z嬽χ嬨sα嬩

嬽
嬱

ε嬱 嬫 ε嬲

r∑
α嬽嬱

∑
sα∈RY α

孒孥孳
z嬽χ嬨sα嬩

zk嬫lC~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩
C~Y 嬨z嬩

dz

である。
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交換子を計算すると、補題 嬱嬱嬮嬲嬲 よりすべての極が現れていることに注意し
て、留数定理を適用することができ、

孛Ek, Fl孝~Y 嬽 −
~Y

ε嬱 嬫 ε嬲

r∑
α嬽嬱

∑
sα∈AY α∪RY α

孒孥孳
z嬽χ嬨sα嬩

zk嬫lC~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩
C~Y 嬨z嬩

dz

嬽
~Y

ε嬱 嬫 ε嬲
孒孥孳
z嬽∞

zk嬫lC~Y 嬨z − ε嬱 − ε嬲嬩
C~Y 嬨z嬩

dz 嬽 Hk嬫l
~Y

が成り立つ。これは、嬨嬱嬱嬮嬱嬵孧嬩に他ならない。

次に、関係式 嬨嬱嬱嬮嬱嬵孥嬩 を 嬨~Y , ~Y ′嬩 における行列要素についてチェックする。 ~Y ′

は ~Y に箱 sα と tβ を付け加えて得られているとする。

まず、α 嬽 β で、sα嬬 tβ が同じ行に sα tβ と並んでいるときを考える。補題

嬱嬱嬮嬲嬴 と 嬨嬱嬱嬮嬲嬳嬩 により、嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩
嬲FkFl の 嬨~Y , ~Y ′嬩 における行列要素は

嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩

嬨嬲ε嬱 嬫 ε嬲嬩
zk

嬱

C~Y ′嬨z嬩

∣∣∣∣
z嬽aα−l′嬨tβ嬩ε1−a′嬨tβ嬩ε2

wl
嬱

C~Y ′嬨w嬩

∣∣∣∣
w嬽aα−l′嬨sα嬩ε1−a′嬨wα嬩ε2

あとの計算には、 aα に l′嬨sα嬩ε嬱 嬫 a′嬨sα嬩ε嬲 を吸収することにより、 l′嬨sα嬩 嬽
a′嬨sα嬩 嬽 嬰 として一般性を失わない。このとき l′嬨tβ嬩 嬽 嬱嬬 a′嬨tβ嬩 嬽 嬰である。
zkwl|z嬽aα−ε1

w嬽aα
以外の部分は、共通なので、この部分だけを計算すればよい。

孛F嬳, F嬰孝− 嬳孛F嬲, F嬱孝 の場合は

嬨aα − ε嬱嬩嬳 − a嬳α − 嬳嬨aα − ε嬱嬩嬲aα 嬫 嬳嬨aα − ε嬱嬩a嬲α 嬽 −ε嬳嬱
である。−嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩孛F嬱, F嬰孝 の場合は、

−嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩 嬨嬨aα − ε嬱嬩− aα嬩 嬽 ε嬳嬱 嬫 ε嬲嬱ε嬲 嬫 ε嬱ε
嬲
嬲

これを足すと、ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩 であり、これは ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩F
嬲
嬰 からの寄与に等し

いので、嬨嬱嬱嬮嬱嬵孥嬩 が成り立つ。

α 嬽 β で、sα嬬 tβ が同じ列に sα
tβ

と並んでいるときも、同じ議論で正しい。
それ以外の場合には、二つの箱をどちらの順番で足すことも可能な場合であ
る。すると、嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩

嬲FkFl の 嬨~Y , ~Y ′嬩 における行列要素は

zk

C~Y ′嬨z嬩

∣∣∣∣
z嬽aβ−l′嬨tβ嬩ε1−a′嬨tβ嬩ε2

wl

C~Y t{sα}嬨w嬩

∣∣∣∣∣
w嬽aα−l′嬨sα嬩ε1−a′嬨sα嬩ε2

嬫
wk

C~Y ′嬨w嬩

∣∣∣∣
w嬽aα−l′嬨sα嬩ε1−a′嬨sα嬩ε2

zl

C~Y t{tα}嬨z嬩

∣∣∣∣∣
z嬽aβ−l′嬨tβ嬩ε1−a′嬨tβ嬩ε2

嬽

(
zkwl

ϕ嬨w − z嬩
嬫

zlwk

ϕ嬨w − z − ε嬱 − ε嬲嬩

)
嬱

C~Y ′嬨z嬩C~Y ′嬨w嬩

∣∣∣∣∣ z嬽aβ−l′嬨tβ嬩ε1−a′嬨tβ嬩ε2
w嬽aα−l′嬨sα嬩ε1−a′嬨sα嬩ε2

である。最後の項 嬱/C~Y ′嬨z嬩C~Y ′嬨w嬩 は、共通なので最初の部分を計算すればよ

い。 孛F嬳, F嬰孝 からは

嬨z嬳 − w嬳嬩

(
嬨w − z 嬫 ε嬱嬩嬨w − z 嬫 ε嬲嬩

嬨w − z嬩嬨w − z 嬫 ε嬱 嬫 ε嬲嬩
− 嬨w − z − ε嬱嬩嬨w − z − ε嬲嬩

嬨w − z嬩嬨w − z − ε嬱 − ε嬲嬩

)
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−嬳孛F嬲, F嬱孝 からは

−嬳嬨z嬲w − zw嬲嬩

(
嬨w − z 嬫 ε嬱嬩嬨w − z 嬫 ε嬲嬩

嬨w − z嬩嬨w − z 嬫 ε嬱 嬫 ε嬲嬩
− 嬨w − z − ε嬱嬩嬨w − z − ε嬲嬩

嬨w − z嬩嬨w − z − ε嬱 − ε嬲嬩

)
を得る。−嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩孛F嬱, F嬰孝 は

−嬨ε嬲嬱 嬫 ε嬱ε嬲 嬫 ε嬲嬲嬩嬨z − w嬩
(
嬨w − z 嬫 ε嬱嬩嬨w − z 嬫 ε嬲嬩

嬨w − z嬩嬨w − z 嬫 ε嬱 嬫 ε嬲嬩
− 嬨w − z − ε嬱嬩嬨w − z − ε嬲嬩

嬨w − z嬩嬨w − z − ε嬱 − ε嬲嬩

)
を得る。これらをすべて足し合わせると

嬲ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩
(
嬨w − z嬩嬲 − ε嬲嬱 − ε嬱ε嬲 − ε嬲嬲

)
嬨w − z 嬫 ε嬱 嬫 ε嬲嬩嬨w − z − ε嬱 − ε嬲嬩

となるが、これは ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩F
嬲
嬰 からの項である

ε嬱ε嬲嬨ε嬱 嬫 ε嬲嬩

(
嬨w − z 嬫 ε嬱嬩嬨w − z 嬫 ε嬲嬩

嬨w − z嬩嬨w − z 嬫 ε嬱 嬫 ε嬲嬩
嬫

嬨w − z − ε嬱嬩嬨w − z − ε嬲嬩
嬨w − z嬩嬨w − z − ε嬱 − ε嬲嬩

)
に等しいので、嬨嬱嬱嬮嬱嬵孥嬩 が成り立つ。嬨嬱嬱嬮嬱嬵孤嬩の証明も同様である。

欱欱欨歶欩欮 三次の関係式の証明欮 三次の関係式 嬨嬱嬱嬮嬱嬵学嬩 は、本来ハイゼンベ
ルグ代数の定義関係式であって、それは r 嬽 嬱 のヒルベルト概型のときには
孌孥孨孮 によるビラソロ代数の表現の構成 孛歌步歨欹欹孝 から従う。この結果は、孍孡孵孬孩孫嬭
孏孫孯孵孮孫孯孶 孛歍歏欱欹孝 や孓季孨孩嬋孭孡孮孮嬭孖孡孳孳孥孲孯孴 孛歓歖欱欳孝 より以前から知られていたが、
ここでは 嬨嬱嬱嬮嬱嬵学嬩 を直接チェックして、そのあとにハイゼンベルグ代数、ビラソ
ロ代数との関係を説明する。

嬪嬪嬪 以下加筆予定 嬪嬪嬪
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