
嬲嬸 嬱嬮 同変ホモロジー群

吴吨呩呩呩吩吮 定理 吲吮吱の証明吮 同変コホモロジーを用いて、ボットの留数公式を
孁孴孩孹孡孨嬭孂孯孴孴 孛呁呂吸吴孝、 孂孥孲孬孩孮孥嬭孖孥孲孧孮孥 孛呂呖吸吲听 呂呖吸吳孝に従い、定式化しなおす。

定理 吴吮吹吮 Xは向きの付けられたコンパクトなT 嬭多様体で、固定点 XTが有限集
合であるものとする。α ∈ H∗T 嬨X嬩に対して、∫

X

α 嬽
∑
x∈XT

α|x
e嬨TxX嬩

が成り立つ。

両辺の意味をはっきりさせておこう。左辺の積分は、ポアンカレ双対定理を用
いて p∗ 嬺 H

T
孤孩孭X−∗嬨X嬩→ HT

孤孩孭X−∗嬨孰孴嬩 を同変コホモロジーの間の写像H
∗
T 嬨X嬩→

H∗−孤孩孭X
T 嬨孰孴嬩と思ったものである。したがって、左辺は H∗−孤孩孭X

T 嬨孰孴嬩 に属する。

一方、右辺で、まず TxX は x における Xの接空間を T の表現空間と思ったも
ので、e嬨TxX嬩 はその同変オイラー類 ∈ H孤孩孭X

T 嬨孰孴嬩 である。さらに、和を取る前

の各項 α|x
e嬨TxX嬩 は、H∗T 嬨{x}嬩⊗H∗T 嬨孰孴嬩 孆孲孡季H

∗
T 嬨孰孴嬩 の元と思っている。これを自明

な射影 {x} → 孰孴 の押し出し写像によって送って、孆孲孡季H∗T 嬨孰孴嬩 の元と思って足

し上げたものが、右辺である。ここで、孆孲孡季H∗T 嬨孰孴嬩 は、可換環 H∗T 嬨孰孴嬩 の商体

であり、嬰だけからなるイデアル 嬨嬰嬩 における局所化と考えている。したがって、

この等式は厳密には、左辺を H∗−孤孩孭X
T 嬨孰孴嬩→ 孆孲孡季H∗−孤孩孭X

T 嬨孰孴嬩 によって送った

像と右辺が等しいということを意味している。
これが今まで予告してきた、同変コホモロジーによる定理 嬲嬮嬱の定式化であり、

H∗T 嬨孰孴嬩 は単に C でなく、高い次数でも自明でないので、孤孥孧P ≤ d の仮定が外

せるようになったものである。
この定理を孛呁呂吸吴孝に従い、位相幾何的に証明する。証明のキーとなるのは、
次の命題である。この命題自身も後で使われる大切なものである。

命題 吴吮吱吰吮 Xは、コンパクトなT 嬭多様体とする。包含写像 i 嬺 XT → Xが誘導す
る引き戻し写像 i∗ 嬺 H∗T 嬨X嬩 → H∗T 嬨X

T 嬩 を考える。 孋孥孲 i∗、 孃孯孫 i∗を H∗T 嬨孰孴嬩 加

群と思ったとき、その台は固定点以外の点の固定部分群のリー環の和⋃
y∈X\XT

孌孩孥Ty

の中に含まれている。
より一般的に、Xが多様体でなくても、有限次元の表現空間 V にT同変に埋め
込められると仮定して、チェックコホモロジーを使えば、同じ結論が成り立つ。

ここで、孌孩孥Ty ⊂ 孌孩孥T は、既約代数的集合として、先に約束したように

孓孰孥季Rの閉集合と考えている。
定理 嬴嬮嬹において、生成点 嬨嬰嬩 における局所化まで行く必要はなく、上の命題
に現れる

⋃
y∈X\XT 孌孩孥Tyに入らない点で局所化すれば十分である。

Xが多様体のとき、固定点 x ∈ XTの近傍で定理 嬳嬮嬲を用いれば分かるように、
xの近傍 V においては、

⋃
y∈U\UT 孌孩孥Ty は、 TxX に現れるウェイトが嬰になる

ような超平面の和である。より一般に、固定点とは限らない x ∈ X において、
O嬨x嬩の近傍 U ×Tx T における固定部分群のリー環は、NxのTxに関するウェイト
が嬰になる孌孩孥Tx内の超平面の和を孌孩孥Tの部分空間と思ったものである。このこ
とから、Xがコンパクトであれば、命題 嬴嬮嬱嬰に現れる固定部分群のリー環は有限
通りであることが従う。有限次元表現空間 V に埋め込まれるときには、Vの球
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面にこの議論を用いることにより、同じように、孋孥孲 i∗嬬 孃孯孫孥孲 i∗ の台は、有限個
の超平面の和に含まれる。

系 吴吮吱吱吮 命題 嬴嬮嬱嬰の状況のもとで、Pを命題 嬴嬮嬱嬰の台に含まれていない素イデア
ル嬨例えば、嬨嬰嬩嬩とすると、Pにおける局所化の間に誘導される引き戻し写像

i∗ 嬺 H∗T 嬨X嬩P → H∗T 嬨X
T 嬩P

は同型写像である。

命題 4.10の証明. 相対コホモロジーの完全系列により、H∗T 嬨X,X
T 嬩 の台が

固定部分群のリー環の和に含まれていることを示せばよい。
y ∈ X \ XT とすると、定理 嬳嬮嬲により、 yの軌道 O嬨y嬩 の近傍 V であって

U ×Ty T とT同変微分同相なものが存在する。特に、写像 V → 孰孴は、V → Tx\T
を経由する。これは、T同変なので、H∗T 嬨V 嬩へのH∗T 嬨孰孴嬩嬭の作用は、H

∗
T 嬨Tx\T 嬩 ∼嬽

H∗Tx嬨孰孴嬩 嬽 C孛孌孩孥Ty孝 を経る。特に、台は 孌孩孥Ty に含まれる。Vの中にT不変な部

分集合 V ′ があるとき、V ′の同変コホモロジー H∗T 嬨V
′嬩や、相対同変コホモロジ

ー H∗T 嬨V, V
′嬩 についても、同様に台は 孌孩孥Ty に含まれる。 XTが空集合の場合に

は、Xを有限個のこのような近傍で覆い、マイヤー・ヴィートリス完全系列を用
いることで、H∗T 嬨X嬩 の台が固定部分群のリー環の和の中にあることが従う。

XTが空集合ではないときは、 XTは部分多様体であり、そのT同変な近傍
W で XT を変位レトラクトとして含むものが存在する。このとき H∗T 嬨X,X

T 嬩

は H∗T 嬨X,W 嬩 と同型である。このとき、y ∈ X \W に対して上で考えた U を

取ると H∗T 嬨U,U ∩W 嬩 の台は 孌孩孥Ty に含まれる。このような U の有限個 U嬱嬬

嬮 嬮 嬮 嬬 UN で　X \W ⊂ U嬱 ∪ · · · ∪ UN と被覆する。切除定理から、H∗T 嬨X,W 嬩 ∼嬽
H∗T 嬨U嬱 ∪ · · · ∪ UN , 嬨U嬱 ∪ · · · ∪ UN 嬩 ∩W 嬩 であり、またマイヤー・ヴィートリス完

全系列と補題 嬴嬮嬸により、右辺の台は固定部分群のリー環の和の中に含まれてい
る。
Xが多様体の場合には、これで証明は完了した。一般のXの場合には、チェッ
ク・コホモロジーの連続性により、XTを含むT不変な近傍 W についての極限が

孬孩孭−→H∗T 嬨X,W 嬩 嬽 H∗嬨X,XT 嬩

となることに注意して（＊＊＊参照）、上の議論を行えばよい。 �

次に、Xは再び多様体と仮定し、固定点 x ∈ XT に対して、包含写像 ix 嬺 {x} →
X を考える。引き戻し写像、押し出し写像

i∗x 嬺 H
∗
T 嬨X嬩→ H∗T 嬨{x}嬩, ix∗ 嬺 H

∗
T 嬨{x}嬩→ H∗嬫孤孩孭X

T 嬨X嬩

が定義される。ix∗ は、ポアンカレ双対定理を用いて定義されるものである。こ
れは、次のように計算できる。接空間 TxX を一点 x上のベクトル束と考え、射
影を π 嬺 TxX → {x}、トム類を ϑ嬨TxX嬩で表す。このとき、定理 嬱嬮嬱の証明により

H∗T 嬨{x}嬩 → H∗嬫孤孩孭X
T 嬨TxX, 嬨TxX嬩嬰嬩 が α 7→ π∗α ∧ ϑ嬨TxX嬩 で与えられ、TxX の

原点のT不変な近傍を x の X におけるT不変な近傍 U と、T同変な微分同相で
同一視したとき、ix∗ は、

H∗T 嬨{x}嬩→ H∗嬫孤孩孭X
T 嬨TxX, 嬨TxX嬩嬰嬩 ∼嬽 H∗嬫孤孩孭X

T 嬨U,U \ {x}嬩
∼嬽 H∗嬫孤孩孭X

T 嬨X,X \ {x}嬩→ H∗嬫孤孩孭X
T 嬨X嬩

の合成である。ただし、真ん中二つの同型は切除定理である。したがって、次の
補題が従う。
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補題 吴吮吱吲吮 i∗xix∗ 嬺 H
∗
T 嬨{x}嬩→ H∗嬫孤孩孭X

T 嬨{x}嬩 は、TxX の同変オイラー類 e嬨TxX嬩

を掛ける写像である。

定理 4.9の証明. XT は有限集合であると仮定しているので、TxX のウェイ
トには 嬰 になるものはなく、e嬨TxX嬩 は H∗T 嬨孰孴嬩 の嬰でない元であり、特に i∗xix∗
は局所化 ⊗孆孲孡季嬨H∗T 嬨孰孴嬩嬩 すれば、同型写像になる。

i∗ 嬽
⊕
i∗x 嬺 H

∗
T 嬨X嬩 → H∗T 嬨X

T 嬩 嬽
⊕

x∈XT H
∗
T 嬨{x}嬩 と、x 6嬽 y のときに i∗yix∗ 嬽

嬰 であることに注意すれば、

i∗ 嬽
∑

ix∗ 嬺 H
T
∗ 嬨X

T 嬩 嬽
⊕
x∈XT

H∗T 嬨{x}嬩→ H∗嬫孤孩孭X
T 嬨X嬩

も局所化 ⊗孆孲孡季嬨H∗T 嬨孰孴嬩嬩 すれば、同型写像になり、逆写像は
∑
x∈XT

嬱
e嬨TxX嬩 i

∗
x

である。
p 嬺 X → 孰孴 の XT への制限を pT とおくと、関手性より p∗i∗ 嬽 pT∗ であり、pT∗
は、有限個の点から一点への押し出し写像なので、

∑
x∈XT に他ならない。した

がって、 ∫
X

α 嬽 p∗嬨α嬩 嬽 p∗i∗i
−嬱
∗ 嬨α嬩 嬽

∑
x∈XT

嬱

e嬨TxX嬩
i∗x嬨α嬩

となる。これは定理の主張に他ならない。 �

以上の証明は、XTが有限集合ではないときにも一般化できる。このときは、
XT は有限個の部分多様体 Xa の和である。Xa の X における法束を Na とおく
と、その同変オイラー類 e嬨Na嬩 を掛ける作用素 H∗T 嬨Xa嬩→ H∗嬫季孯孤孩孭Xa

T 嬨Xa嬩 は、

局所化⊗孆孲孡季嬨H∗T 嬨孰孴嬩嬩 すれば、同型写像になる。これは、次のようにしてチェ

ックできる。TはXaに自明に作用するので、H∗T 嬨Xa嬩 嬽 H∗嬨Xa嬩⊗H∗T 嬨孰孴嬩とあら
わされる。x ∈ Xa として、Na,x をxにおける Na のファイバーをTの表現と見

たものとして、その同変オイラー類を e嬨Na,x嬩 ∈ H季孯孤孩孭Xa嬨孰孴嬩 とおくと、e嬨Na嬩

は 嬱 ⊗ e嬨Na,x嬩 嬫 · · · と表され、 · · · の部分は、H∗嬨Xa嬩 の次数が嬰でないところ

に入るので、べき零元である。したがって、Na,x は 嬰をウェイトとして含まな

いので、e嬨Na,x嬩 は局所化においては可逆元である。 e嬨Na嬩のかけ算の逆写像を

嬱/e嬨Na嬩 で表すと、 ∫
X

α 嬽
∑
a

∫
Xa

嬱

e嬨Na嬩
i∗a嬨α嬩

が成立する。ここで、ia は Xa の包含写像である。
また、幾何学的表現論への応用においては、X が必ずしもコンパクトではな
いが、XT がコンパクトな場合にも考えることがある。例えば、X 嬽 C に S嬱 が
掛け算で作用することを考えよう。固定点は原点のみであり、XS1

はコンパク
トである。定理 嬲嬮嬱を形式的に考えると、H∗S1嬨孰孴嬩 嬽 C孛x孝 として、∫

C
嬱 嬽

嬱

x

を得る。これは今までとは異なり、積分の結果は H∗S1嬨孰孴嬩 には属さず、その商

体の元となっている。これは言うまでもなく、積分
∫
C 嬺 H

∗
T 嬨C嬩 → H∗T 嬨孰孴嬩 が

孷孥孬孬嬭孤孥嬌孮孥孤 でないことの反映である。
＊＊＊で扱う嬨嬿嬩 孎孥孫孲孡孳孯孶の分配関数は、このように非コンパクトだが、固
定点がコンパクトな空間の上の積分で定義される有理関数である。次の例は、
孛呎呙吰吵孝 に現れたもので、孎孥孫孲孡孳孯孶分配関数の性質を調べるときに用いたアイデ
アを簡単な場合に述べたものである。
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例 吴吮吱吳吮 f 嬺 Ĉ嬲 → C嬲 を原点でのブローアップとし、二次元のトーラス T が標
準的に作用しているとする。すなわち、

Ĉ嬲 嬽
{
嬨嬨x, y嬩, 孛z 嬺 w孝嬩 ∈ C嬲 × CP嬱 | xw 嬽 yz

}
で、f嬨嬨x, y嬩, 孛z 嬺 w孝嬩 嬽 嬨x, y嬩であり、Tの作用は 嬨嬨x, y嬩, 孛z 嬺 w孝嬩 7→ 嬨嬨t嬱x, t嬲y嬩嬩, 孛t嬱z 嬺
t嬲w孝嬩 である。 T 固定点は、C嬲 では原点のみで、その同変オイラー類はx嬱x嬲で

ある。一方、Ĉ嬲 では二点 嬨嬨嬰, 嬰嬩, 孛嬱 嬺 嬰孝嬩嬬 嬨嬨嬰, 嬰嬩, 孛嬰 嬺 嬱孝嬩 からなり、同変オイラー
類はそれぞれ ε嬱嬨ε嬲 − ε嬱嬩嬬 ε嬲嬨ε嬱 − ε嬲嬩 である。ここで、孎孥孫孲孡孳孯孶分配関数の記号
に合わせて H∗T 嬨孰孴嬩 嬽 C孛ε嬱, ε嬲孝 と、同変コホモロジーの生成元を ε嬱嬬 ε嬲 と書い

た。このとき ∫
Ĉ2

嬱 嬽

∫
C2

嬱

が成り立つ。両辺を具体的に計算すれば、

嬱

ε嬱ε嬲
嬽

嬱

ε嬱嬨ε嬲 − ε嬱嬩
嬫

嬱

ε嬲嬨ε嬱 − ε嬲嬩

と確かめることができるが、計算をしなくても次のように証明することができ
る。まず、積分の関手性から ∫

Ĉ2

嬱 嬽

∫
C2

f∗嬨嬱嬩

である。 嬨なぜ、関手性が成り立つのか、上の証明に立ち返って確かめよ。 嬩

f は固有であるから、f∗ 嬺 H
∗
T 嬨Ĉ嬲嬩 → H∗T 嬨C嬲嬩 が定義される。さらに、fは、原

点の逆像を除けば微分同相であり、f∗嬨嬱嬩 は 嬱 である。 嬨ホモロジーで言えば

f∗孛Ĉ嬲孝 嬽 孛C嬲孝嬩 したがって、上の式を得る。

吴吨呩呶吩吮 非可換群に関する同変コホモロジー吮 同変コホモロジーを非可換群の
場合に拡張しておこう。ただし、その構造の解析は、ユニタリー群のみを扱うこ
とにする。
n < N とし、 全射線形写像 CN → Cn の全体をシュティーフェル多様体とよ
ぶ。複素数上で考えていることを明らかにしたいときは、複素シュティーフェル
多様体とよぶ。S嬨n,N嬩 には、ユニタリ群 孕嬨n嬩 がCn への自然な作用を通じて
作用する。このとき、CN → Cnは全射であるから、孕嬨n嬩の S嬨n,N嬩 への作用は
自由である。 CN → Cnの転置行列 Cn → CN は、CnのCNへの単射である。こ
れは、n嬭枠、嬨e嬱, . . . , en嬩 ∈ 嬨CN 嬩nで一次独立なもの、の全体のなす空間である。
こちらをシュティーフェル多様体の定義とすることも多い。孇孌嬨N嬩の作用を考
えると、等質空間

孇孌嬨N嬩

/[
In 嬰
∗ 孇孌嬨N − n嬩

]
と書くことができる。
以下で、S嬱 y S嬲N−嬱 の代わりに 孕嬨n嬩 y S嬨n,N嬩 を用いて、孕嬨n嬩嬭同変コホモ
ロジーを定義する。n 嬽 嬱 のときに、S嬨n,N嬩 嬽 CN \ {嬰} であるから S嬲N−嬱 と
は一見異なるが、CN \ {嬰} は S嬲N−嬱 を変位レトラクトとして含み、かつそれは
S嬱 の作用について同変に作ることができるから、同変コホモロジーを定義する
上では、CN \ {嬰} でも S嬲N−嬱 でも違いはない。また、同変ホモロジー群を定義
するときには、ポアンカレ双対定理を適用するときに、コンパクトな台を持つコ
ホモロジーの双対空間である、という注意が、Xがコンパクトなときでも、必要
である。
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命題 吴吮吱吴吮 ∗ 嬽 嬱 ∼ 嬲嬨N − n嬩に対して、H∗嬨S嬨n,N嬩嬩 嬽 嬰 である。

証明は、演習問題とする。
トーラスの同変コホモロジー群の定義のときと同様に、この性質とS嬨n,N嬩へ
の孕嬨n嬩の作用が自由であることと合わせて、孕嬨n嬩の作用をもつ位相空間 X に対
して H∗嬨S嬨n,N嬩 ×孕嬨n嬩 X嬩 によって、H∗孕嬨n嬩嬨X嬩 を定義することができる。正確

には、まずコホモロジーの次数を止めて、N を十分に大きく取って、このコホ
モロジーを考え、それが N によらないことを示す、というトーラスのときと同
じやり方である。
より一般のコンパクト・リー群Gに対しては、Gは十分大きな 孕嬨n嬩 に閉部分
群として埋め込むことができることが知られているので 嬨＊＊＊嬩、S嬨n,N嬩 へ
の孕嬨n嬩作用をGに制限して、H∗嬨S嬨n,N嬩 ×G X嬩として H∗G嬨X嬩 を定義すればよ

い。
また、S嬨n,N嬩 には 孇孌嬨n嬩 が作用していて、 §嬳嬨孩孩嬩でみたように、それは自
由かつ固有で、商空間はグラスマン多様体 GN−n嬨Cn嬩 であった。S嬨n,N嬩 →
GN−n嬨Cn嬩 は 孇孌嬨n嬩嬭主束なので、孇孌嬨n嬩 が作用する位相空間 X の 孇孌嬨n嬩嬭同変
コホモロジーを H∗嬨S嬨n,N嬩 ×孇孌嬨n嬩 X嬩 として定義できる。したがって、G が

孇孌嬨n嬩 の閉部分群の場合にも同じ手法で定義をすることができる。あとで説明
するように、孇孌嬨n嬩/孕嬨n嬩 は可縮なので、S嬨n,N嬩 ×孕嬨n嬩 X → S嬨n,N嬩 ×孇孌嬨n嬩 X

を考えると、自然にH∗孕嬨n嬩嬨X嬩 ∼嬽 H∗孇孌嬨n嬩嬨X嬩 と同型になる。幾何学的表現論で

は、後者の同変コホモロジーを使うことのほうが多い。
H∗G嬨X嬩は、X → 孰孴に関する引き戻し写像によりH∗G嬨孰孴嬩 上の次数付き可換な

環であることなど、トーラスの場合と同様の基本的な性質が成立する。
たとえば X への G の作用が自由であり、X → X/Gが G主束であると、命題

嬴嬮嬷と同様に

H∗G嬨X嬩 ∼嬽 H∗嬨X/G嬩

となる。
また、G′がGの閉部分群で、XがG′の作用を持つ位相空間であるとすると、

G ×G′ X は Gの作用を持つ位相空間である。このとき EG ×G 嬨G ×G′ X嬩 嬽
EG×G′ X であるから
嬨嬴嬮嬱嬵嬩 H∗G嬨G×G′ X嬩 ∼嬽 H∗G′嬨X嬩

が成り立つ。同変コホモロジーの誘導とよぶ。特に X 嬽 孰孴 と取って

H∗G嬨G/G
′嬩 ∼嬽 H∗G′嬨孰孴嬩

を得る。
また、トーラスのときと同様に制限準同型 H∗G嬨X嬩→ H∗G′嬨X嬩 が、S嬨n,N嬩×G′

X → S嬨n,N嬩×G Xによる引き戻し写像として定義される。
この章の終わりに、G 嬽 孕嬨n嬩 の場合に、H∗孕嬨n嬩嬨X嬩 と H∗T 嬨X嬩 の関係を調べて

みよう。
まずは、予告した 孇孌嬨n嬩/孕嬨n嬩 が可縮であることの証明を与えておこう。

n次エルミート行列の全体を 孈孥孲孭嬨n嬩、その中で正値なものの全体を 孈孥孲孭嬫嬨n嬩
とおく。よく知られているように、指数写像 孥學孰 は 孈孥孲孭嬨n嬩 から孈孥孲孭嬫嬨n嬩へ
のC∞級微分同相写像を与える。これを用いて、

孕嬨n嬩×孈孥孲孭嬨n嬩→ 孇孌嬨n嬩

を、嬨u,X嬩 7→ u 孥學孰嬨X嬩で定義すると、C∞級微分同相写像写像になる。実際、逆
写像は g 7→ 嬨u,X嬩 嬽 嬨g 孥學孰嬨−X嬩, 嬱嬲 孥學孰

−嬱嬨g∗g嬩嬩 で与えられる。 孈孥孲孭嬨n嬩 はベク
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トル空間であるから可縮であり、 これで 孇孌嬨n嬩/孕嬨n嬩が可縮であることが示さ
れた。また、同時に孇孌嬨n嬩 が 孕嬨n嬩 を変位レトラクトに持つことも分かった。


