
嬴嬸 嬲嬮 コホモロジー群による代数の表現の構成

注 欵欮欱欷欮 嬨嬵嬮嬱嬱嬩 の定義について、とりあえず受け入れて進んでほしいと書いた
が、少し背景を説明する。G嬨k, n嬩 を A嬱型箙に対する箙多様体と捉えると、k嬬 n
は n はウェイト格子、k はルート格子の元と見なせる。そして、G嬨k, n嬩 のコホ
モロジーは定理 嬵嬮嬴において、ウェイトが n − 嬲k のウェイト空間になっていた
が、ここに現れた 嬲 は、A嬱 型のカルタン行列の嬲である。ヤンギアンの構成で
は、k がトートロジカル部分束 Sの階数であること、n − kが商束の階数である
ことに注意して、嬨n− k嬩− k がSとQ の双対束のチャーン類で置き換えられてい
る。ただし、そのとき単純に S∗とQ∗を使うのではなく、S∗の方には q−嬱を掛け
る。そして、それぞれに q を掛けた qQ∗ と S∗ が分子・分母をひっくり返して
掛けられて、嬨嬵嬮嬱嬱嬩 のようになっているのである。 嬪嬪嬪嬪 あとで箙多様体の一般
的な定義をしたときに振り返る 嬪嬪嬪嬪

問題 欵欮欱欸欮 同型

n⊕
k嬽嬰

H∗孕嬨n嬩×S1嬨G嬨k, n嬩嬩 ∼嬽
n⊕
k嬽嬰

C孛~, z嬱, . . . , zn孝Sk×Sn−k

のもと、Fr嬬 Es が

k∑
i嬽嬱

f嬨z嬱, . . . , ẑi, . . . , zk, zi, zk嬫嬱, . . . , zn嬩 嬨−zi嬩r
∏

a∈{嬱,...,k}\{i}

zi − za 嬫 ~
zi − za

,

n∑
j嬽k

g嬨z嬱, . . . , zk−嬱, zj , zk, . . . , ẑj , . . . , zn嬩 嬨−zj嬩s
∏

b∈{k,...,n}\{j}

zb − zj 嬫 ~
zb − zj

f ∈ C孛z嬱, . . . , zn孝Sk−1×Sn−k+1 , g ∈ C孛z嬱, . . . , zn孝Sk×Sn−k

で与えられることを示し、ヤンギアンの関係式を満たしていることを証明せよ。

嬪嬪嬪 余積、可積分系について書くかもしれない。嬪嬪嬪

欶欮 旗多様体の余接束と欨退化欩アファイン・ヘッケ環の表現

欶欨歩欩欮 退化アファイン・ヘッケ環の表現欮 この節では、旗多様体 F嬨Cn嬩 を単
に F嬨n嬩 で表す。嬱 ≤ i ≤ n− 嬱 に対して、P嬨i, n嬩 を、旗多様体の定義で、i次元
の部分空間を S嬱,i嬬 S嬲,i と二つ取ってきたものとする嬺

嬰 嬽 S嬰 ⊂ S嬱 ⊂ · · · ⊂ Si−嬱
⊂
⊂

S嬱,i

S嬲,i

⊂

⊂
Si嬫嬱 ⊂ · · · ⊂ Sn 嬽 Cn

ただし、S嬱,i と S嬲,i の間には包含関係は課さない。S嬱,i もしくは S嬲,i を取るこ

とにより、P嬨i, n嬩 から F嬨n嬩 へ二つの写像 q嬱嬬 q嬲 が定義される。それらを組み合
わせて、P嬨i, n嬩 ↪→ F嬨n嬩×F嬨n嬩 と F嬨n嬩×F嬨n嬩 の部分集合とみなすと、i以外の
Sj が第一成分と第二成分で等しい、という条件で決まる埋め込まれた部分多様

体になっている。この構成により、前節と同様に

P嬨i, n嬩

F嬨n嬩 F嬨n嬩

q1 q2
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という図式が定まる。q嬱嬬 q嬲 は、ベクトル束 Si嬫嬱/Si−嬱 に付随する射影束であ
り、射影直線 CP 嬱 をファイバーとする。ファイバーに沿った接束は、

孈孯孭嬨S嬲,i/Si−嬱, Si嬫嬱/S嬲,i嬩 嬽 孈孯孭嬨L嬲,i, L嬲,i嬫嬱嬩 嬨q嬱のとき嬩,

孈孯孭嬨S嬱,i/Si−嬱, Si嬫嬱/S嬱,i嬩 嬽 孈孯孭嬨L嬱,i, L嬱,i嬫嬱嬩 嬨q嬲のとき嬩

である。ここで、a 嬽 嬱, 嬲 で、La,i 嬽 Sa,i/Si−嬱嬬 La,i嬫嬱 嬽 Si嬫嬱/Sa,i とおいた。他

の直線束 Lj 嬨j 6嬽 i, i 嬫 嬱嬩 については、Sj/Sj−嬱 であり、第一、第二成分を区別

する必要がなく、添字 a を記す必要がないことに注意しよう。q嬱 のファイバー
の接束を考えるときは、S嬱,i は固定されていて、S嬲,i/Si−嬱 が射影束のトートロ

ジカル束になっているので、添字の 嬱と嬲が入れ替わるのである。
グラスマン多様体のときと同様に、余接束と余法束を考えて、図式

孾P嬨i, n嬩

T ∗F嬨n嬩 T ∗F嬨n嬩

p1 p2

を定める。旗多様体の余接束を嬨嬲嬮嬶嬩を用いて

{嬨S•, ξ嬩 ∈ F嬨n嬩× 孅孮孤嬨Cn嬩 | ξ嬨Sj嬫嬱嬩 ⊂ Sj j 嬽 嬰, . . . , n− 嬱}

と書くと、 孾P嬨i, n嬩 は、T ∗F嬨n嬩 × T ∗F嬨n嬩 の中で、旗多様体の部分については、
第一成分と第二成分が i次元のところを除いて等しく、余接方向については、第
一成分と第二成分は等しく、かつ ξ嬨Si嬫嬱嬩 ⊂ Si−嬱 となっている、という条件で
決まる部分多様体である。p嬱嬬 p嬲 の逆像は、ξ嬨Si嬫嬱嬩 6⊂ Si−嬱 となる T ∗F嬨n嬩 の開
集合上は空集合で、ξ嬨Si嬫嬱嬩 ⊂ Si−嬱 上では、CP 嬱である。 グラスマン多様体でイ
ンシデンス多様体を考えたときと同様に、q嬱嬬 q嬲 はファイバー束なのに対して、
p嬱嬬 p嬲 はそうでなく、後者の方が難しそうに見えるのだが、実際にはそうならな
いのである。
まず §嬵嬨孩孩孩嬩 での計算のポイントだった、余法束とファイバーの接束の関係を
今の場合に見てみよう。 孾P嬨i, n嬩 は P嬨i, n嬩 上のベクトル束としてみると、

{ξ ∈孅孮孤嬨Cn嬩 | ξ嬨Sj嬫嬱嬩 ⊂ Sj j 嬽 嬰, . . . , î− 嬱, î, . . . , n, ξ嬨Si嬫嬱嬩 ⊂ Si−嬱}

嬽
⊕

j<k,嬨j,k嬩 6嬽嬨i,i嬫嬱嬩

孈孯孭嬨Lk, Lj嬩

となる。嬨jまたはkが、i嬬 i嬫 嬱でも、上で除外している部分以外なら、a 嬽 嬱嬬 嬲の
どちらを考えても変わらない。嬩 これは、p∗嬲T

∗F嬨n嬩 嬽
⊕

j<k 孈孯孭嬨Lk, Lj嬩 の部分

束で、商束は

孈孯孭嬨L嬲,i嬫嬱, L嬲,i嬩

である。上で説明したことと比べると、これは q嬱 に関してファイバーに沿った
接束の双対である。よって §嬵嬨孩孩孩嬩 のときと同様に p嬱∗p

∗
嬲 を H嬰嬨F嬨n嬩嬩 で考えると

嬨−嬱嬩孤孩孭嬨ファイバー嬩嬨ファイバーのオイラー数嬩 嬽 −嬲 が現れる。
実際には、この観察は、次のように一般的に成立する。

問題 欶欮欱欮 X嬱嬬 X嬲 を向きのつけられたコンパクトな多様体として、M嬱 嬽 T ∗X嬱嬬
M嬲 嬽 T ∗X嬲 とする。P ⊂ X嬱 × X嬲を埋め込まれた部分多様体として、射影
q嬱 嬺 P → X嬱は沈み込みになっていると仮定する。このとき余法束 N∗P 嬨X嬱 ×X嬲嬩

は自然に T ∗X嬲 の部分束になり、商束 T ∗X嬲/N
∗
P 嬨X嬱 ×X嬲嬩 は、q嬱 のファイバー

に沿った余接束になることを示せ。
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特に、複素多様体の範疇で考えたときには、

p嬱∗p
∗
嬲嬨孛X嬲孝嬩 嬽 嬨−嬱嬩孤孩孭嬨ファイバー嬩嬨ファイバーのオイラー数嬩孛X嬱孝

が成立する。

次に§§嬵嬨孩孶嬩嬬 嬵嬨孶嬩と同様に、孕嬨n嬩 × S嬱嬭同変コホモロジーで合成積を計算する。
ここで、S嬱 は T ∗F嬨n嬩 の余接束のファイバーにスカラー倍で作用するものであ
る。孕嬨n嬩 の対角行列の全体のトーラス T を取り、固定点を考える。F嬨n嬩 につ
いては、補題 嬲嬮嬵で見たとおり、n次対称群 Sn の元と対応する。P嬨i, n嬩 につい
ては、固定点は二通りあり、S嬱,i 嬽 S嬲,i でSn の元に対応するものが、最初の場

合である。次の場合は、S嬱,i 6嬽 S嬲,i のときである。S嬲,i の方に対応する対称群の

元を w ∈ Sn とすると、S嬱,i の方に対応するものは、w嬨i嬩 と w嬨i 嬫 嬱嬩 が入れ替

わったものである。すなわち、i と i 嬫 嬱 を入れ替える Sn の元を si と書くと、
wsi ∈ Snが第一の旗に対応する。つまり、

P嬨i, n嬩T 嬽 {嬨w,w嬩 | w ∈ Sn} t {嬨wsi, w嬩 | w ∈ Sn}
で、qT嬱 嬨w,w嬩 嬽 w 嬽 qT嬲 嬨w,w嬩嬬 q

T
嬱 嬨wsi, w嬩 嬽 wsi嬬 q

T
嬲 嬨wsi, w嬩 嬽 w である。

先の余法束とファイバーの接束の関係から、定理 嬵嬮嬶の証明と同じ議論により

HT 嬨F嬨n嬩嬩
−q1∗嬨e嬨孈孯孭嬨L2,i+1,L2,i嬩嬩∪q∗2 嬨·嬩嬩−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ HT 嬨F嬨n嬩嬩∑

i∗w2

y y∑
i∗w1⊕

w2
HT 嬨w嬲嬩 −−−−−−→

qT1∗嬨q
T
2 嬩∗

⊕
w1
HT 嬨w嬱嬩

は可換である。上の固定点の記述からqT嬱∗嬨q
T
嬲 嬩
∗ で 孛w嬲孝 は 孛w嬲孝 嬫 孛w嬲si孝 に送られ

ることが従う。特に、−q嬱∗嬨e嬨孈孯孭嬨L嬲,i嬫嬱, L嬲,i嬩嬩 ∪ q∗嬲嬨·嬩嬩 − 孩孤 は、対称群の si と

同じ関係式

嬨嬶嬮嬲嬩 s嬲i 嬽 嬱, sisj 嬽 sjsi |i− j| > 嬱のとき, sisi嬫嬱si 嬽 si嬫嬱sisi嬫嬱

を満たすことが分かる。
ここで、誘導による同型 C孛x嬱, . . . , xn孝 ∼嬽 H∗T 嬨孰孴嬩

∼嬽 H∗孕嬨n嬩嬨F嬨n嬩嬩によって xi が

c嬱嬨L
∗
i 嬩 に移り、固定点 w嬲 において、L∗i のウェイトが xw2嬨i嬩 であったことに注

意すると、
i∗w2

f嬨x嬱, . . . , xn嬩 嬽 f嬨xw2嬨嬱嬩, . . . , xw2嬨n嬩嬩孛w嬲孝

となる。 S嬱のファイバーへのスカラー倍の作用を考慮して、上の可換図式で上
段の写像の同変オイラー類を e嬨孈孯孭嬨L嬲,i嬫嬱, L嬲,i嬩⊗ q嬩 と変えると、

− qT嬱∗
(
e嬨孈孯孭嬨L嬲,i嬫嬱, L嬲,i嬩⊗ q嬩 ∪ 嬨qT嬲 嬩

∗ (i∗w2
f嬨x嬱, . . . , xn嬩孛w嬲孝

))
嬽 qT嬱∗

(
xw2嬨i嬩 − xw2嬨i嬫嬱嬩 − ~
xw2嬨i嬩 − xw2嬨i嬫嬱嬩

f嬨xw2嬨i1嬩, . . . , xw2嬨in嬩嬩孛w嬲孝

)
嬽
xw2嬨i嬩 − xw2嬨i嬫嬱嬩 − ~
xw2嬨i嬩 − xw2嬨i嬫嬱嬩

f嬨xw2嬨i1嬩, . . . , xw2嬨in嬩嬩 嬨孛w嬲孝 嬫 孛w嬲si孝嬩

となり、第一項、第二項をそれぞれ iw2 嬬 iw2si で書き直すと、

− qT嬱∗
(
e嬨孈孯孭嬨L嬲,i嬫嬱, L嬲,i嬩⊗ q嬩 ∪ 嬨qT嬲 嬩

∗) 嬨f嬩
嬽
xi − xi嬫嬱 − ~
xi − xi嬫嬱

f 嬫
xi嬫嬱 − xi − ~
xi嬫嬱 − xi

sif
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であることが従う。ただし、sif は、fの変数 xi と xi嬫嬱 を入れ替える作用素と
してC孛x嬱, . . . , xn孝 に作用する嬺

嬨sif嬩嬨x嬱x嬲 . . . xn嬩 嬽 f嬨x嬱, . . . , xi−嬱, xi嬫嬱, xi, xi嬫嬲, . . . , xn嬩.

上と同様に、対角成分の寄与を差し引くために、この写像から恒等写像を引いて

嬨嬶嬮嬳嬩 σi
孤孥学.
嬽 −qT嬱∗

(
e嬨孈孯孭嬨L嬲,i嬫嬱, L嬲,i嬩⊗ q嬩 ∪ 嬨qT嬲 嬩

∗)− 孩孤

とおくと、

嬨嬶嬮嬴嬩 σif 嬽 sif −
~

xi − xi嬫嬱
嬨f − sif嬩

となる。この作用素は、歄步歭歡歺歵歲步欭歌歵歳歺歴歩歧作用素とよばれる。上の計算より、
第二項に現れている

∂if
孤孥学.
嬽

f − sif
xi − xi嬫嬱

は、q嬱∗q
∗
嬲 に他ならない。これは差分商作用素 欨此歩歶歩此步此 此歩欋步歲步歮正步 歯歰步歲歡歴歯歲欩と

よばれており、孂孥孲孮孳孴孥孩孮嬭孇孥孬学孡孮孤嬭孇孥孬学孡孮孤 孛歂歇武歇武欷欳孝、孄孥孭孡孺孵孲孥 孛歄步歭欷欴孝によ
り、歴史的にはこちらの発見の方が早い。
幾何学的には、H∗孕嬨n嬩嬨F嬨n嬩嬩 上で定義されているのでそうならなければいけ
ないのは当然であるが、 f − sif は分母の xi − xi嬫嬱 で割り切れるので、二
つの作用素は、多項式の空間を保っていることも分かる。また、H∗孕嬨n嬩嬨孰孴嬩 嬽

C孛x嬱, . . . , xn孝Sn について線形であることも、幾何学的には当然であり、計算で
も直接チェックできる。
次が成り立つ。

命題 欶欮欵 嬨孛歂歇武歇武欷欳欬 歄步歭欷欴孝嬬 孋孯孳孴孡孮孴嬭孋孵孭孡孲 孛歋歋欸欶孝も参照嬩欮

∂i ◦ ∂i 嬽 嬰, ∂i ◦ ∂j 嬽 ∂j ◦ ∂i 嬨|i− j| > 嬱 のとき嬩,

∂i ◦ ∂i嬫嬱 ◦ ∂i 嬽 ∂i嬫嬱 ◦ ∂i ◦ ∂i嬫嬱

嬨嬶嬮嬶嬩

xixj 嬽 xjxi,嬨嬶嬮嬷嬩

∂i ◦ xj − xsi嬨j嬩 ◦ ∂i 嬽


嬰 |i− j| > 嬱のとき

嬱 j 嬽 iのとき

−嬱 j 嬽 i嬫 嬱のとき

嬨嬶嬮嬸嬩

ただし、 嬨嬶嬮嬷嬩と 嬨嬶嬮嬸嬩で xi嬬 xj 嬬 xsi嬨j嬩 は変数を掛ける作用素と見ている。

嬨嬶嬮嬶嬩と、置換 si が満たす関係式嬨嬶嬮嬲嬩と比べてみると、最初のものが si ◦ si 嬽 嬱
と違っているだけで、 組み紐関係式 欨止歲歡歩此 歲步歬歡歴歩歯歮欩とよばれる後ろの二つは
同じである。

定義 欶欮欹欮 生成元 ∂i 嬨嬱 ≤ i ≤ n − 嬱嬩嬬 xj 嬨嬱 ≤ j ≤ n嬩 と関係式嬨嬶嬮嬶嬩から 嬨嬶嬮嬸嬩で

定められる C上の代数を歮歩歬ヘッケ環 欨歮歩歬欭歈步正歫步 歡歬歧步止歲歡欩という。孤孥孧 ∂i 嬽 −嬲嬬
孤孥孧 xj 嬽 嬲 により、次数付き代数になる。

上の次数は、コホモロジーの次数と対応して、H∗孕嬨n嬩嬨F嬨n嬩嬩 は孮孩孬ヘッケ環の次

数付き表現になっていることを注意する。
次に σi について関係式を調べると、次が分かる。
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命題 欶欮欱欰 嬨孌孵孳孺孴孩孧 孛歌歵歳欸欸孝嬩欮

σi ◦ σi 嬽 嬱, σi ◦ σj 嬽 σj ◦ σi 嬨|i− j| > 嬱 のとき嬩,

σi ◦ σi嬫嬱 ◦ σi 嬽 σi嬫嬱 ◦ σi ◦ σi嬫嬱

嬨嬶嬮嬱嬱嬩

σi ◦ xj − xsi嬨j嬩 ◦ σi 嬽


嬰 |i− j| > 嬱のとき

−~ j 嬽 iのとき

~ j 嬽 i嬫 嬱のとき

嬨嬶嬮嬱嬲嬩

定義 欶欮欱欳欮 生成元 σi 嬨嬱 ≤ i ≤ n − 嬱嬩嬬 xj 嬨嬱 ≤ j ≤ n嬩 と関係式 嬨嬶嬮嬷嬩嬬 嬨嬶嬮嬱嬱嬩と

嬨嬶嬮嬱嬲嬩で定められる C上の代数 H孤孥孧 を退化アファイン・ヘッケ環 欨此步歧步歮步歲歡歴步

歡欎歮步 歈步正歫步 歡歬歧步止歲歡欩という。孤孥孧 σi 嬽 −嬲嬬 孤孥孧 xj 嬽 嬲嬬 孤孥孧 ~ 嬽 嬲 により、次数

付き代数になる。

問題 欶欮欱欴欮 嬨嬱嬩 命題 嬶嬮嬵を証明せよ。
嬨嬲嬩 命題 嬶嬮嬱嬰を証明せよ。
嬨嬳嬩 H孤孥孧 は、C孛Sn孝⊗ C孛~, x嬱, . . . , xn孝 と線形空間として同型であることを証明
せよ。

問題 欶欮欱欵欮 この節の計算は、一般の複素半単純リー群に付随した旗多様体の場
合にも適用できる。 嬨旗多様体の定義などについては、 孛歆歈欹欱孝を参照せよ。嬩 旗
多様体を記述するための、リー環、ワイル群などの用語を身に着けたら、あと
はP嬨i, n嬩 の定義を、一般の旗多様体の場合にどうすればいいかも自然に分かる
はずで、そのあとの計算は基本的には同じである。これを各自確かめよう。

欶欨歩歩欩欮 アファイン・ヘッケ環の表現欮

嬪嬪嬪 同変K群を用いたアファイン・ヘッケ環の構成を紹介する予定 嬪嬪嬪
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ジョルダン箙多様体とハイゼンベルグ代数のヤンギアン
の表現

この章では、まず箙多様体の定義と基本的な性質を簡潔に紹介し、ジョルダン
箙

•
に付随した箙多様体の同変コホモロジーの上に、ハイゼンベルグ代数のヤンギア
ンの表現を実現する。ここでは結果を引用するに留めるが、ジョルダン箙に付随
した箙多様体は、射影平面上のねじれのない枠付き連接層 嬨E,ϕ嬩

• E は CP 嬲 上のねじれのない連接層で、無限遠の直線`∞ の近傍で局所
自由なもの

• 枠 ϕ 嬺 E|`∞
∼嬽−→ O⊕r`∞ は Eの無限遠への制限と自明ベクトル束のあいだ

の同型写像

のモジュライ空間と同じであることが知られている。ここで、`∞は、CP 嬲の同
次座標を 孛z嬰 嬺 z嬱 嬺 z嬲孝 としたとき、z嬰 嬽 嬰 で定義されるものである。モジュライ
空間の中で E が局所自由なもののなす開集合は、R嬴 上の曲率が L嬲 に属するイ
ンスタントンのモジュライ空間と同じであることも知られており、そのためにジ
ョルダン箙に付随した箙多様体は、理論物理学の研究にもしばしば現れる。ハイ
ゼンベルグ代数のヤンギアンの表現は、理論物理学者の 孁孬孤孡孹嬭孇孡孩孯孴孴孯嬭立川 嬨名
前の頭文字を取って、孁孇孔とよばれる嬩の研究を、数学的に厳密に理解しようと
する中から 孓季孨孩嬋孭孡孮孮嬭孖孡孳孳孥孲孯孴 孛歓歖欱欳孝嬬 孍孡孵孬孩孫嬭孏孫孯孵孮孫孯孶 孛歍歏欱欹孝 によって構
成されたものである。
このジョルダン箙多様体の同変積分として定義される孎孥孫孲孡孳孯孶 の分配関数

孛歎步歫欰欳孝 は、嬪嬪嬪嬪 加筆予定 嬪嬪嬪嬪
歴史的には、ジョルダン箙と違って頂点を自分自身に結ぶ辺がない箙について
の箙多様体と、カッツ・ムーディー・リー環、そのヤンギアン、量子ループ代数
の表現の関係が先に見出された。 孛歎歡歫欹欴欬 歎歡歫欹欸欬 歖歖欹欹欬 歎歡歫欰欱欬 歖歡歲欰欰孝 が、
この本の趣旨に従い、トーラス作用の固定点の記述が易しいジョルダン箙の場合
を先に扱うことにする。

欱欰欮 箙多様体

この節では、箙多様体の定義を与える。
一般的な定義の動機付けを与えるために、アファイン直線上のn点のヒルベル
ト概型について導入し、これをアファイン平面の場合に変更、そしてさらに一般
の場合、と進むことにする。

欱欰欨歩欩欮 アファイン直線上の点のヒルベルト概型欮 まず、基本的な嬱次元の場
合を考える。第嬱章の同変コホモロジーの台のときにも言及したように、一変数
多項式環 C孛x孝 の極大イデアルの全体は、アファイン直線 C の点と一対一に対応

嬵嬳
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し、また C 上の多項式関数の全体のなす可換環が C孛x孝 である。この対応は C
の点 a に対して、嬨x − a嬩 で生成される極大イデアルを対応させるものである。
a で関数の値を取る写像 C孛x孝 → C嬻 f嬨x嬩 7→ f嬨a嬩 は、商写像 C孛x孝 → C孛x孝/嬨x− a嬩
の像の C孛x孝/嬨x− a嬩 を C に同型に移すものとして捉えられる。
この対応を、より一般のイデアル I と、商 C孛x孝/I の場合に拡張しよう。例え
ば、射影空間のコホモロジー環 C孛x孝/嬨xN 嬩 は I 嬽 嬨xN 嬩 に対応する。これも、何
らかの意味で C の中にある幾何学的な対象として理解したい。
可換環論、C孛x孝 は単項イデアル整域であり、したがって I は多項式 f の生成
するイデアル 嬨f嬩 である、と学んだ。多項式 f嬨x嬩 は、C上では 嬨x− α嬱嬩 . . . 嬨x−
αN 嬩と因数分解し、 嬨f嬩 に N 個の点のなす部分集合 {α嬱, . . . , αN} ⊂ C を対応
させるのは、自然であろう。ここで気を付けなければいけないのは、αi 嬽 αj
嬨i 6嬽 j嬩となる可能性があることで、その場合は αi は重複度 嬲、もしくはもっ
と αk嬬 嬮 嬮 嬮が一致している場合は、より高い重複度を与えるべきであることで
ある。イデアル I 嬽 嬨xN 嬩 は、N 個の点 α嬱嬬 嬮 嬮 嬮 嬬 αN ∈ C が定めるイデアル
嬨f嬩 嬽 嬨x− α嬱嬩 . . . 嬨x− αN 嬩 の α嬱嬬 嬮 嬮 嬮 嬬 αN がすべて 嬰 に収束した極限で、原点が
重複度 N を持ち、その意味でC内の孠N個の点嬧の部分集合であると考える。代数
幾何では、このようなものも部分多様体を一般化した幾何学的な対象として取扱
う。

定義 欱欰欮欱欮 C の閉部分スキーム 欨正歬歯歳步此 歳歵止歳正歨步歭步欩とは、イデアル I ⊂ C孛x孝
のこととする。

なお、この定義は、Cの特殊性を使っているので、一般のスキーム X の閉部
分スキームの定義ではないことに注意すること。代数幾何において、一般の場合
の定義を学び、X 嬽 C の場合に適用すると、この定義になるということを確認
してほしい。
さて、Cのn個の点のヒルベルト概型とは、Cの閉部分スキームであって、

C孛x孝/I が C嬭線形空間として n次元であるものの全体のなす集合とする。これを
C孛n孝 で表す。

C孛n孝 孤孥学.
嬽
{
I ⊂ C孛x孝

∣∣ I はイデアルで、孤孩孭C孛x孝/I 嬽 n
}

集合として定義して、その構造を何も考えていないが、上の説明から、重複度
付きで数えて N 個の点の全体のなす集合であるから、n次対称積

孓孹孭n嬨C嬩 嬽
n 個︷ ︸︸ ︷

C× · · · × C /Sn

と同じであるべきで、これで位相空間とする。
一方で、 I は単項イデアルで、最高次の係数が嬱のモニック多項式 f嬨x嬩 嬽

xn 嬫 e嬱x
n−嬱 嬫 · · ·嬫 en で生成される。したがって、

C孛n孝 3 嬨f嬩←→ 嬨e嬱, . . . , en嬩 ∈ Cn

と Cn とも同じである。両者をつなげば、

孓孹孭n嬨C嬩 3 嬨α嬱, . . . , αn嬩 孭孯孤 Sn ←→ 嬨e嬱, . . . , en嬩 ∈ Cn

となるが、この対応は ei 嬽 嬨−嬱嬩iαi のi 次初等対称多項式 で与えられる。実際、
f嬨x嬩 嬽 嬨x− α嬱嬩 . . . 嬨x− αn嬩 嬽 xn 嬫 e嬱x

n−嬱 嬫 . . . だから、当然である。
また、孓孹孭n嬨C嬩 上の多項式関数の全体のなす可換環は、C孛α嬱, . . . , αn孝

Sn であ
り、対称式の基本定理により

C孛α嬱, . . . , αn孝
Sn ∼嬽 C孛e嬱, . . . , en孝
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となって、右辺が Cn 上の多項式関数の全体のなす可換環になる、と見ることが
できる。
次に、ヒルベルト概型の行列による表示を与える。あとで、アファイン直線で
はなくアファイン平面の上のn点のヒルベルト概型の行列による表示を与える。
これは、ヒルベルト概型の接空間の記述を与える使われる。
アイデアは、n × nの複素行列 B が与えられたとき V 嬽 Cn に C孛x孝嬭加群の構
造を

C孛x孝 3 f 7→ f嬨B嬩 ∈ 孅孮孤嬨V 嬩

で与えるというものである。つまり、xを掛けるという作用素が B に写される。
このとき B と B′ が共役、すなわち B′ 嬽 gBg−嬱 嬨g ∈ 孇孌嬨n,C嬩嬩 とすると、V と
B′ から決まる C孛x孝嬭加群 V ′ は同型になる。逆に V 嬬 V ′ が C孛x孝嬭加群として同型
ならば、B と B′ は共役である。
イデアルIから決まる C孛x孝嬭加群 C孛x孝/I は、任意のものではなく、嬱 孭孯孤 I ∈

C孛x孝/I を巡回ベクトル 欨正歹正歬歩正 歶步正歴歯歲欩として持つ、という性質を持つ。ここ
で、C孛x孝嬭加群 V の巡回ベクトル v ∈ Vとは、v嬬 x · v嬬 · · · 嬬 xn · v嬬 · · · が V を張る
ときを言う。逆に、V が巡回ベクトル v を持てば、

I 嬽 {f嬨x嬩 ∈ C孛x孝 | f嬨x嬩v 嬽 嬰 孩孮 V }
とおくことで、イデアルが復元できる。たとえば、V 嬽 C⊕C⊕ · · · で、各 C に
x は 嬰 で作用するものとすると、巡回ベクトルは持たない。
そこで、{

嬨B, a嬩 ∈ 孅孮孤嬨V 嬩×孈孯孭嬨C, V 嬩

∣∣∣∣ a嬨嬱嬩はBに関する巡回ベクトルである

}/
孇孌嬨V 嬩

と定義する。今までの説明によって、これは C孛n孝 と、自然な全単射を持つ。
Bka嬨嬱嬩 がそれよりも前の a嬨嬱嬩嬬 嬮 嬮 嬮 嬬 Bk−嬱a嬨嬱嬩 の一次結合で書ければ、それ以
降の Bk嬫嬱a嬨嬱嬩嬬 Bk嬫嬲a嬨嬱嬩嬬 嬮 嬮 嬮もそうなるから、a嬨嬱嬩 が B に関する巡回ベクトル
であれば、a嬨嬱嬩嬬 Ba嬨嬱嬩嬬 嬮 嬮 嬮 嬬 Bn−嬱a嬨嬱嬩 は V の基底になる。したがって、嬨B, a嬩
を

B 嬽


嬰 · · · 嬰 b嬱
嬱 0 b嬲

嬮 嬮 嬮
嬮嬮嬮

0 嬱 bn

 , a 嬽


嬱
嬰
嬮嬮嬮
嬰


という形に書くことができる。孤孥孴嬨z −B嬩 嬽 zn − bnzn−嬱 − · · · − b嬱 と特性多項式
から b嬱嬬 嬮 嬮 嬮 嬬 bn を読み取れるので、嬨B, a嬩 の 孇孌嬨V 嬩嬭軌道と上の形の行列はちょ
うど一点で交わる。したがって、上の空間は Cn と複素多様体として同型である
ことも分かる。
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