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欱欰欨歩歩欩欮 アファイン平面上の点のヒルベルト概型欮 次に X 嬽 C嬲 として、
Xのn個の点のヒルベルト概型を

X 孛の孝 孤孥学〺
嬽
{
I ⊂ C孛x, y孝

∣∣ Iはイデアルで、孤孩孭C孛x, y孝/I 嬽 n
}

と定義する。
C のときと同様に、次の行列表示がある。Vをn次元の複素ベクトル空間とし
たとき

X 孛の孝 嬽

{
嬨B嬱, B嬲, a嬩

∣∣∣∣∣ 孛B嬱, B嬲孝 嬽 嬰嬬
a嬨嬱嬩はB嬱嬬 B嬲 に関する巡回ベク
トルである

}/
孇孌嬨V 嬩

となる。ただし、B嬱嬬 B嬲 は 孅孮孤嬨V 嬩 の元、a は 孈孯孭嬨C, V 嬩の元である。また、
a嬨嬱嬩 が B嬱嬬 B嬲 に関する巡回ベクトルであるとは、a嬨嬱嬩 を含み B嬱嬬 B嬲 で不変な
V の部分空間 T は、T 嬽 V しかないときをいう。対応は、a嬨嬱嬩 嬽 嬱 孭孯孤 I嬬 B嬱嬬
B嬲 を x嬬 y を掛ける写像と定義すればよい。すると 孛B嬱, B嬲孝 嬽 嬰が成り立ち嬬 a嬨嬱嬩
は巡回ベクトルである。逆写像は、C のときと同じように

I 嬽 {f嬨x, y嬩 ∈ C孛x, y孝 | f嬨B嬱, B嬲嬩a嬨嬱嬩 嬽 嬰}
とおけばよい。
X 孛の孝 の元にどのようなものがあるか、簡単な場合に見てみよう。

例 欱欰欮欲欮 嬨嬱嬩 C嬲 の相異なる n 個の点 p嬱 嬽 嬨x嬱, y嬱嬩, . . . , pの 嬽 嬨xの, yの嬩 を取ってき
たときに、

I 嬽 {f ∈ C孛x, y孝 | f嬨p嬱嬩 嬽 · · · 嬽 f嬨pの嬩 嬽 嬰}
は、X 孛の孝の点である。対応する行列は

B嬱 嬽 孤孩孡孧嬨x嬱, . . . , xの嬩, B嬲 嬽 孤孩孡孧嬨y嬱, . . . , yの嬩, a 嬽


嬱
嬱
嬮嬮嬮
嬱


である。
嬨嬲嬩 孛λ 嬺 µ孝 ∈ CP 嬱としたときに

I 嬽 {f ∈ C孛x, y孝 | f嬨嬰嬩 嬽 嬰, µfへ嬨嬰嬩 嬫 λfべ嬨嬰嬩 嬽 嬰}

とおくと、X 孛嬲孝の点である。対応する行列は

B嬱 嬽

(
嬰 λ
嬰 嬰

)
, B嬲 嬽

(
嬰 µ
嬰 嬰

)
, a 嬽

(
嬰
嬱

)
である。

嬨嬲嬩の例が、C の場合と C嬲 の場合の大きな違いを表している。C の場合は、重
複度を考えれば、いくつかの点が一致しているときでも情報が失われなかった
が、C嬲 の場合には、関数の微分が消える方向に応じて異なるイデアルが対応し
ているのである。さらに、n 嬽 嬲でIが原点で消える関数の極大イデアルの中に含
まれている場合は、上の形になることも明らかである。
I ∈ X 孛の孝に対して、C孛x, y孝/I の台 孓孵孰孰嬨C孛x, y孝/I嬩を考えることにより、対称積

孓孹孭のX の元が定まる。ただし、§嬴嬨孩孩嬩では、孓孵孰孰を 孓孰孥季の中のザリスキー閉集
合として定義したが、ここでは 孓孵孰孰 を極大イデアルの全体の 孓孰孭C孛x, y孝 嬽 C嬲

の中で考えることにする。また、各点ごとに重複度をきちんと定義しないと
対称積の元を定めないので、詳細については 問題 嬱嬰嬮嬳とする。ともかく、写
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像π 嬺 X 孛の孝 → 孓孹孭のXが定義される。Cのときはこの写像が全単射になったが、
C嬲 の場合は上で見たように、単射ではなくなっている。
写像 π は、行列表示を用いると次のように与えられる。 孛B嬱, B嬲孝 嬽 嬰 であるか
ら、B嬱嬬 B嬲 を同次に三角化する：

B嬱 嬽


x嬱 ∗ · · · ∗
嬰 x嬲 · · · ∗

嬮 嬮 嬮
嬮嬮嬮

0 嬰 xの

 , B嬲 嬽


y嬱 ∗ · · · ∗
嬰 y嬲 · · · ∗

嬮 嬮 嬮
嬮嬮嬮

0 嬰 yの


このとき、嬨嬨x嬱, y嬱嬩, . . . , 嬨xの, yの嬩嬩 孭孯孤 Sの が π嬨B嬱, B嬲, a嬩 の行き先である。

問題 欱欰欮欳欮 嬨嬱嬩 孓孵孰孰嬨C孛x, y孝/I嬩 の各点に重複度を定義し、π の定義を完成せよ。
また、その定義のもとで、上の行列表示で与えられるものと一致することを証明
せよ。
嬨嬲嬩 C孛の孝 の行列表示 嬨B, a嬩 において、孓孹孭の C ∼嬽 Cの への写像は、孤孥孴嬨z −B嬩の
係数であった。同様に、π を B嬱嬬 B嬲 から特性多項式、もしくはその変種を用い
て定義せよ。

欱欰欨歩歩歩欩欮 ヒルベルト概型へのトーラス作用の固定点欮 アファイン平面 X 嬽
C嬲 には、孇孌嬨嬲嬩 が自然に作用する。孇孌嬨嬲嬩 の極大トーラス T 嬽 嬨C。嬩嬲 を対角行
列の全体と取ると、Xの座標 嬨x, y嬩 に対して

嬨x, y嬩 7→ 嬨t嬱x, t嬲y嬩

で与えられる。この作用は、ヒルベルト概型 X 孛の孝への作用を誘導する嬺

I 7→ 嬨t嬱, t嬲嬩 · I
孤孥学〺
嬽 {f嬨x, y嬩 | f嬨t嬱x, t嬲y嬩 ∈ I}.

たとえば I が点 嬨a, b嬩 に対応するイデアルとすると、I 嬽 嬨x − a, y − b嬩 であり、
嬨t嬱, t嬲嬩 · I 嬽 嬨x− t嬱a, y − t嬲b嬩 となる。

命題 欱欰欮欴 嬨孅孬孬孩孮孧孳孲孵孤嬭孓孴孲嬜孭孭孥 孛歅歓歭欸欷孝嬩欮 X 孛の孝 の T 嬭作用の固定点は、単項
式で生成されるイデアル I であり、n の分割 λ 嬽 嬨λ嬱 ≥ λ嬲 ≥ . . . 嬩 にI 嬽
嬨y〕〱 , xy〕〲 , . . . , xぬ嬩 と対応する。ここで l は、λ の長さで λ の 嬰 でない成分の個
数である。

単項式で生成されるイデアル 嬨以後、単に単項式イデアルとよぶ嬩と分割の対
応は、ヤング図形で図 嬳で図示すると分かりやすい。

嬱

y

y嬲
y嬳

xy

x

x嬲

図 3. 単項式イデアルとヤング図形

証明. 二変数多項式環 C孛x, y孝 の線形空間として基底として、単項式の全体
xどyな 嬨i, j ≥ 嬰嬩 を取る。この基底はTの作用に関して、同時固有値が tど嬱t

な
嬲 の同時

固有ベクトルである。すべての固有値が相異なるので、I ⊂ C孛x, y孝が T 嬭不変な部
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分ベクトル空間であるとしたら、{xどyな} の部分集合で張られるものでなければ
ならない。そこで、単項式を図 嬳のように図示して、I に入らないものを四角の
箱で囲むことにする。C孛x, y孝/I はn次元だから、n 個の箱が配位される。 I はイ
デアルなので、箱 s に対応する単項式が I に入れば、s の右、上にある箱に対応
する単項式も I に属する。これは、箱がヤング図形をなしている、を意味する。
第一列目の箱の数を λ嬱嬬 第二列目を λ嬲嬬 嬮 嬮 嬮とすれば、λ 嬽 嬨λ嬱, λ嬲, . . . 嬩 は分割で
あり、一行目の右端の単項式は xぬ　嬱 である。
イデアルの生成元は、第一行目の一番上の箱の一つ上の単項式 y〕〱 嬬 二行目の
一番上の箱の一つ上の単項式 xy〕〲 嬬 嬮 嬮 嬮 嬬 と取れるので、主張が従う。 �

単項式イデアル I の行列表示も容易である。ヤング図形の箱に対応する単項
式が V 嬽 C孛x, y孝/I の基底になっているので、箱をVのベクトルと思ってB嬱嬬 B嬲嬬
a を表せば良い。ヤング図形の箱は、B嬱 により一つ右の箱、B嬲により一つ上の
箱、のベクトルに写される。もしもヤング図形の外に出てしまって対応する箱が
ない場合は、嬰に写される。また、a嬨嬱嬩は、嬱 孭孯孤 I であるから、左下の角にあ
る箱のベクトルである。

欱欰欨歩歶欩欮 複素多様体であること欮 次に、X 孛の孝、より一般にジョルダン箙に付
随した箙多様体が複素多様体であることを示そう。
単に 孛B嬱, B嬲孝 嬽 嬰 を定義関係式とみなし、左辺の微分を計算してみると

孛 孟B嬱, B嬲孝 嬫 孛B嬱, 孟B嬲孝

である。これを 嬨 孟B嬱, 孟B嬲嬩 ∈ 孅孮孤嬨V 嬩〈嬲 を孅孮孤嬨V 嬩 に送る線形写像とみて、ξ が像
とトレースで決まる内積で直交していると仮定すると、

孛B嬱, ξ孝 嬽 嬰 嬽 孛B嬲, ξ孝

が成り立つ。このような ξ は ξ嬨a嬨嬱嬩嬩 ∈ V を決定すれば決まるので、上の線形写
像の余核は V と同型であることが従う。特に、微分の階数が一定なので、複素
多様体であることが従う。嬨たとえば、嬪嬪嬪 参照嬩 しかし、あとでより一般の箙多
様体を考えるときの都合も考えて、少々回り道をして証明を与えよう。上の考察
を使って、微分が全射になるように

嬨嬱嬰嬮嬵嬩
µ 嬺 歍

孤孥学〺
嬽 孅孮孤嬨V 嬩〈嬲 ⊕孈孯孭嬨W,V 嬩⊕孈孯孭嬨V,W 嬩→ 孅孮孤嬨V 嬩

µ嬨B嬱, B嬲, a, b嬩 嬽 孛B嬱, B嬲孝 嬫 ab

と、変数を増やしておく。また、ヒルベルト概型の場合は、W 嬽 Cであるが、よ
り一般的にW は r次元の複素ベクトル空間であるときも考えることにする。嬪嬪嬪
で紹介するように、階数rの射影平面上のねじれのない枠付き連接層で c嬲 嬽 n と
なるもののモジュライ空間となることが知られている。
巡回ベクトルの条件を一般化し、次の安定性の条件を導入する。

定義 欱欰欮欶欮 嬨B嬱, B嬲, a, b嬩 ∈ 歍 が安定であるとは、 孉孭 aを含み、B嬱嬬 B嬲 で不変
なVの部分空間T は、T 嬽 Vしかないときをいう。

孤孩孭W 嬽 嬱 のときは、孉孭 a 嬽 Ca嬨嬱嬩 だから、たしかに巡回ベクトルの条件と
同じである。歍 の安定な点の全体のなす開集合を歍孳孴、µ　嬱嬨嬰嬩 の中で安定な点
の全体のなす開集合をµ　嬱嬨嬰嬩孳孴で表すことにする。
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ジョルダン箙に付随した箙多様体を

M ≡M嬨n, r嬩 ≡M嬨V,W 嬩
孤孥学〺
嬽 µ　嬱嬨嬰嬩孳孴/孇孌嬨V 嬩

嬽

{
嬨B嬱, B嬲, a, b嬩 ∈歍

∣∣∣∣∣µ嬨B嬱, B嬲, a, b嬩 嬽 孛B嬱, B嬲孝 嬫 ab 嬽 嬰

嬨B嬱, B嬲, a, b嬩は安定である

}/
孇孌嬨V 嬩

と定義する。ベクトル空間を指定しなくても誤解の恐れがないときには、単に
Mで表す。ベクトル空間の次元だけを使いたいときは、M嬨n, r嬩 で表す。

補題 欱欰欮欷欮 嬨B嬱, B嬲, a, b嬩 ∈歍 は、安定であると仮定する。このとき µ の微分 dµ
は全射である。特に、µ　嬱嬨嬰嬩孳孴 は、嬨n嬲 嬫 嬲nr嬩次元の複素多様体である。

証明. ξ が dµ とトレースの定める内積に関して直交しているとすると、

孛B嬱, ξ孝 嬽 嬰 嬽 孛B嬲, ξ孝, ξa 嬽 嬰, bξ 嬽 嬰

が成り立つ。T 嬽 孋孥孲 ξ に安定性の条件を適用して、孋孥孲 ξ 嬽 V であるので、
ξ 嬽 嬰 でなければならない。 �

定理 欱欰欮欸欮 箙多様体 M は、 嬲nr次元の複素多様体の構造を持ち、 µ　嬱嬨嬰嬩孳孴は、
その上の孇孌嬨V 嬩嬭主束である。

証明. µ　嬱嬨嬰嬩孳孴 が複素多様体になることは、すでに補題 嬱嬰嬮嬷で示してあっ
た。
次に、孇孌嬨V 嬩の作用が自由であることを示す。実際、g ∈ 孇孌嬨V 嬩が 嬨B嬱, B嬲, a, b嬩
を固定するとすると、 ga 嬽 a嬬 gB嬱 嬽 B嬱g嬬 gB嬲 嬽 B嬲g が成り立ち、 T 嬽
孋孥孲嬨g − 孩孤嬩 に安定の条件を適用して、g 嬽 孩孤 を得る。
次に作用が固有であることをチェックしよう。 歍孳孴 ×歍孳孴 内の点列(

嬨B嬱〻の, B嬲〻の, aの, bの嬩,

嬨B〰
嬱〻の, B

〰
嬲〻の, a

〰
の, b

〰
の嬩 嬽 嬨gのB嬱〻のg

　嬱
の , gのB嬲〻のg

　嬱
の , gのaの, bのg

　嬱
の 嬩
)

が n→∞ で嬨嬨B嬱〻〱, B嬲〻〱, a〱, b〱嬩, 嬨B〰
嬱〻〱, B

〰
嬲〻〱, a

〰
〱, b

〰
〱嬩嬩に 歍孳孴 ×歍孳孴 内で収束

していると仮定する。このとき gの が発散すると仮定して矛盾を導けばよい。

gのB嬱〻の 嬽 B〰
嬱〻のgの, gのB嬲〻の 嬽 B〰

嬲〻のgの gのaの 嬽 a〰の, bの 嬽 b〰のgの

が成り立っている。‖gの‖嬲 嬽 孴孲嬨gの
ぴgの嬩 が n→∞ で発散していると仮定する。こ

のときξの 嬽 gの/‖gの‖ はノルムが 嬱 であるから、収束する部分列を持つ。極限を
ξ〱 とおくと、

ξ〱B嬱〻〱 嬽 B〰
嬱〻〱ξ〱, ξ〱B嬲〻〱 嬽 B〰

嬲〻〱ξ〱, ξ〱a〱 嬽 嬰, 嬰 嬽 b〰〱ξ〱

が成り立つ。例えば、三番目の式は 嬨gの/‖gの‖嬩aの 嬽 a〰の/‖gの‖の極限を取ったもの
である。嬨B嬱〻〱, B嬲〻〱, a〱, b〱嬩 が安定であることから、ξ 嬽 嬰 が従うが、これは、

作り方から ‖ξ‖ 嬽 嬱 であることに反する。
また、‖g　嬱

の ‖ → ∞と仮定すると、同様にして 嬨B〰
嬱〻〱, B

〰
嬲〻〱, a

〰
〱, b

〰
〱嬩 が安定であ

ることに反する。したがって、gの は Gざ のコンパクト集合にとどまり、作用は
固有である。
定理 嬳嬮嬳により、商空間が複素多様体であることが従う。次元は孤孩孭µ　嬱嬨嬰嬩 −

孤孩孭孇孌嬨V 嬩 嬽 孤孩孭歍孳孴 − 嬲 孤孩孭孇孌嬨V 嬩 で、嬲nr である。 �

孤孩孭W 嬽 嬱のときは、人工的に付け加えた変数 b は、次の補題により消去でき
る。嬨Cが、標数嬰であることを暗に使っていることに注意しよう。嬩
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補題 欱欰欮欹欮 孤孩孭W 嬽 嬱 と、µ嬨B嬱, B嬲, a, b嬩 嬽 嬰 を仮定する。 B̂ を B嬱嬬 B嬲 を掛け
てできる非可換単項式とすると、

bB̂a 嬽 嬰

が成り立つ。

証明. B̂に出てくる B嬱嬬 B嬲 の個数に関する帰納法で証明する。B̂ 嬽 嬱 のとき
は、

ba 嬽 孴孲嬨ab嬩 嬽 − 孴孲嬨孛B嬱, B嬲孝嬩 嬽 嬰

と正しい。
個数が k − 嬱 個まで正しいとして、 B̂ が k 個の積であるとする。 B̂ 嬽
· · ·B嬲B嬱 · · · と途中に B嬲B嬱 が出てきているとすると、B嬲B嬱 嬽 B嬱B嬲 嬫 ab を
用いて、bB̂ 嬽 嬨· · ·B嬱B嬲 · · · 嬩 嬫 b嬨· · · ab · · · 嬩 と書き直す。帰納法の仮定により、第
二項は嬰である。したがって、m嬱嬬 m嬲 を B̂ に現れる B嬱嬬 B嬲 の個数としたとき、

bB̂ 嬽 bBね〱
嬱 Bね〲

嬲 が成り立つ。特に、B̂ 嬽 Bね〱
嬱 Bね〲

嬲 嬨m嬱 嬫m嬲 嬽 k嬩の場合のみ考え
ればよい。このとき

bB̂a 嬽 孴孲嬨B̂ab嬩 嬽 − 孴孲嬨Bね〱
嬱 Bね〲

嬲 孛B嬱, B嬲孝嬩 嬽 − 孴孲嬨Bね〱
嬱 孛Bね〲

嬲 , B嬱孝B嬲嬩

である。m嬲 嬽 嬰の場合は、嬰であることが分かったので、m嬲 > 嬰 と仮定してよ
い。真ん中に出てくる 孛Bね〲

嬲 , B嬱孝 は

ね〲　嬱∑
ぬ嬽嬰

Bぬ
嬲孛B嬲, B嬱孝B

ね〲　ぬ　嬱
嬲

と展開されるが、孛B嬲, B嬱孝 嬽 ab を用いて書き直すと

−
ね〲　嬱∑
ぬ嬽嬰

孴孲嬨Bね〱
嬱 Bぬ

嬲abB
ね〲　ぬ
嬲 嬩 嬽 −

ね〲　嬱∑
ぬ嬽嬰

bBね〲　ぬ
嬲 Bね〱

嬱 Bぬ
嬲a

となる。上で証明したことから、各項は −bBね〱
嬱 Bね〲

嬲 a 嬽 −bB̂a に等しいので、
嬨m嬲 嬫 嬱嬩bB̂a 嬽 嬰 となり、bB̂a 嬽 嬰 が従う。 �

定理 欱欰欮欱欰欮 M嬨n, 嬱嬩 嬽 X 孛の孝 である。

欱欰欨歶欩欮 シンプレクティック商欮 この節では寄り道をして、商M 嬽 µ　嬱嬨嬰嬩孳孴/孇孌嬨V 嬩
がシンプレクティック商とよばれるものの例であり、特にシンプレクティック多
様体の構造を持つことを説明する。
Xをシンプレクティック多様体とし、ωをその上のシンプレクティック形式と
する。§嬵嬨孩嬩のようにC〱級多様体の中で考えてもよいが、M の場合に応用するた
めには、複素多様体の範疇で考える。
Gをリー群とし、複素多様体の範疇で考える場合には複素リー群 嬨例えば、前
節のように G 嬽 孇孌嬨n,C嬩嬩 とする。Gは X にシンプレクティック形式を保って
作用すると仮定する。リー環の元 ξ ∈ g が、X上に定めるベクトル場を ξ嬣 とお
く。このとき、シンプレクティック形式に ξ嬣の内部積 ι〘〣 を適用すると、カル

タンの公式 嬨嬪嬪嬪嬩 により

dι〘〣ω 嬽 L〘〣ω − ι〘〣dω
となる。Gがωを保つという仮定から、L〘〣ω 嬽 嬰 である。また、ωがシンプレク

ティック形式であることから、dω 嬽 嬰 である。したがって、ι〘〣ωは d嬭閉な嬱次微

分形式である。ポアンカレの補題 嬨複素多様体の範疇では、ドルボーの補題嬩 嬪嬪嬪
により、d嬭閉な嬱次微分形式は、完全であり、dH〘 嬽 ι〘〣ω となる関数 H〘 が取れ
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る。一般には、H〘は必ずしも存在しないが、存在するとき H〘 は ξ に対応する

ハミルトニアン関数であるという。

定義 欱欰欮欱欱欮 Gのリー環 gの線形空間としての双対空間を g〃 で表す。µ 嬺 X → g〃

が、XへのGの作用に関する運動量写像であるとは、
嬨嬱嬩 ξ ∈ g に対し、〈µ, ξ〉 は ξ に対応するハミルトニアン関数である。すなわ
ち、d〈µ, ξ〉 嬽 ι〘〣ω が成り立つ。

嬨嬲嬩 µ は G嬭同変である。すなわち、µ嬨gx嬩 嬽 孁孤〃で　〱 µ嬨x嬩 がすべての x ∈ X嬬

g ∈ G に対して成り立つ。ここで、孁孤〃で　〱 は随伴写像孁孤で　〱 ∈ 孅孮孤嬨g嬩 の双対写

像∈ 孅孮孤嬨g〃嬩 である。

嬨嬲嬩 より、µ　嬱嬨嬰嬩 は Gの作用で保たれていることに注意する。

補題 欱欰欮欱欲欮 G の µ　嬱嬨嬰嬩 への作用が、高々離散的な固定部分群しか持たない
と仮定する。すなわち、ある点x ∈ Xについて、ξ嬣 が x で消えているならば、
ξ 嬽 嬰でなければならないとする。このとき、µ　嬱嬨嬰嬩 上 dµ は全射である。した
がって、µ　嬱嬨嬰嬩 は X に埋め込まれた部分多様体である。

証明. 運動量写像の定義から d〈µ, ξ〉 嬽 ι〘〣ω である。ω が非退化なので、こ

れが 嬰 になることと、ξ嬣 が消えることが同値であることに注意すれば、結論が
従う。 �

さらに強く、Gのµ　嬱嬨嬰嬩への作用は自由であるとしよう。商空間がうまく定義
できるように、固有であることも仮定する。すると µ　嬱嬨嬰嬩/G は多様体である。
i 嬺 µ　嬱嬨嬰嬩 → X を包含写像、π 嬺 µ　嬱嬨嬰嬩 → µ　嬱嬨嬰嬩/G を商写像とする。ω の

µ　嬱嬨嬰嬩 への制限 i〃ω を考える。運動量写像の定義から次の二つの性質が成り立
つ。

• i〃ω は ξ嬣 を内部積すると嬰になる。すなわち、πの微分の核のベクトル
を代入すると嬰になる。

• Gの作用で不変である。
このとき、商空間 µ　嬱嬨嬰嬩/Gの多様体の構造の定義から、µ　嬱嬨嬰嬩/G上の二次微分
形式 ω孲孥孤 であって、 π〃ω孲孥孤 嬽 i〃ω となるものを

ω孲孥孤
孛へ孝 嬨v, w嬩 嬽 ωへ嬨孾v, 孾w嬩

として定義することができる。ここで、x ∈ µ　嬱嬨嬰嬩 で、 孛x孝 は対応する商空間
µ　嬱嬨嬰嬩/Gの点、v嬬 w ∈ T孛へ孝嬨µ　嬱嬨嬰嬩/G嬩で、孾v嬬 孾wは、商を取る前の接空間 Tへµ

　嬱嬨嬰嬩

のベクトルで、π〃嬨孾v嬩 嬽 v嬬 π〃嬨 孾w嬩 嬽 w となるものである。上の注意により、ω孲孥孤
孛へ孝

は、この定義で孷孥孬孬嬭孤孥嬌孮孥孤 になる。

補題 欱欰欮欱欳欮 ω孲孥孤
孛へ孝 は、商空間の接空間 T孛へ孝嬨µ

　嬱嬨嬰嬩/G嬩上の二次形式として非退化

である。

証明. 運動量写像の定義から、孋孥孲 dµ は {ξ嬣 | ξ ∈ g} の、シンプレクティッ
ク形式に関する直交補空間である。したがって、ω は 孋孥孲 dµ/{ξ嬣 | ξ ∈ g} 上で
孷孥孬孬嬭孤孥嬌孮孥孤 であり、さらに非退化である。 �

外微分作用素 d と π〃嬬 i〃 が可換であることに注意して

嬨嬱嬰嬮嬱嬴嬩 π〃dω孲孥孤 嬽 di〃ω 嬽 i〃dω 嬽 嬰

であるが、π が沈み込み写像で π〃 は単射であることから dω孲孥孤 嬽 嬰 が成り立つ。
つまり、ω孲孥孤 は閉形式である。したがって、次を得る。
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定理 欱欰欮欱欵 嬨シンプレクティック商嬩欮 µ　嬱嬨嬰嬩/G は π〃ω孲孥孤 嬽 i〃ω で特徴づけられ
るシンプレクティック形式 ω孲孥孤 を持つ。

定義 欱欰欮欱欶欮 µ　嬱嬨嬰嬩/G をレベル嬰における、 X のGによるシンプレクティック
商という。

我々の設定に戻る。嬨嬱嬰嬮嬵嬩で導入した歍は歎
孤孥学〺
嬽 孅孮孤嬨V 嬩⊕孈孯孭嬨W,V 嬩として、

歎 ⊕ 歎〃 という形をしているので、標準的なシンプレクティック形式を持つ。
ξ ∈ 孌孩孥孇孌嬨V 嬩 嬽 孅孮孤嬨V 嬩 が生成するベクトル場 ξ嬣 は、嬨B嬱嬬 B嬲嬬 a嬬 b嬩 において

嬨孛ξ,B嬱孝, 孛ξ,B嬲孝, ξa,−bξ嬩
を値として取る。一方、µ の定義によって

d〈µ, ξ〉嬨 孟B嬱, 孟B嬲, 孟a, 孟b嬩 嬽 孴孲
((

孛 孟B嬱, B嬲孝 嬫 孛B嬱, 孟B嬲孝 嬫 孟ab嬫 a孟b
)
ξ
)

嬽 孴孲
(
− 孟B嬱孛ξ,B嬲孝 嬫 孟B嬲孛ξ,B嬱孝 嬫 孟abξ 嬫 孟bξa

)
である。これは、ベクトル 嬨 孟B嬱嬬 孟B嬲嬬 孟a嬬 孟b嬩 と、ベクトル 嬨孛ξ,B嬱孝嬬 孛ξ,B嬲孝嬬 ξa嬬 −bξ嬩
のシンプレクティック形式に関するペアリングである。したがって、µ は運動量
写像であり、M 嬽 µ　嬱嬨嬰嬩孳孴/G はシンプレクティック商である。特に、箙多様体
M はシンプレクティック多様体の構造を持つ。

注 欱欰欮欱欷欮 この本では取り扱わないが、より一般のレベルにおける商を定義する
ことができる。実際、c ∈ g〃 とするとき、部分群孓孴孡孢ぇ嬨c嬩 嬽 {g ∈ G | 孁孤〃で　〱嬨c嬩 嬽

c} は、µ　嬱嬨c嬩 に作用する。上と同じ定義で ω孲孥孤 は 孷孥孬孬嬭孤孥嬌孮孥孤 であり、d嬭閉
である。 ω孲孥孤が非退化であることを見るために、v ∈ T孛へ孝嬨µ　嬱嬨c嬩/ 孓孴孡孢ぇ嬨c嬩嬩 に

対して、そのリフト 孾v ∈ Tへµ　嬱嬨c嬩 を取る。すると、c 嬽 嬰のときと同様に 補題
嬱嬰嬮嬱嬳の証明と同じ議論

ω孲孥孤
孛へ孝 嬨v, w嬩 嬽 嬰 ∀w ∈ T孛へ孝嬨µ　嬱嬨c嬩/ 孓孴孡孢ぇ嬨c嬩嬩

⇐⇒ ωへ嬨孾v, 孾w嬩 嬽 嬰 ∀ 孾w ∈ Tへµ　嬱嬨c嬩

⇐⇒ 孾v ∈ Tへµ　嬱嬨c嬩〿

⇐⇒ 孾v 嬽 ξ嬣へ ∃ ξ ∈ g

が適用できる。このとき、初めの仮定 孾v ∈ Tへµ　嬱嬨c嬩 から

嬰 嬽
d

dt

∣∣∣∣
ぴ嬽嬰

µ嬨孥學孰嬨tξ嬩x嬩 嬽
d

dt

∣∣∣∣
ぴ嬽嬰

孁孤〃孥學孰嬨　ぴ〘嬩嬨c嬩

ξ は 孓孴孡孢ぇ嬨c嬩 のリー環に属していなければならない。したがって、 孾v は商空
間を取るときの孓孴孡孢ぇ嬨c嬩嬭軌道の接空間の元であり、v 嬽 嬰である。したがって、
ω孲孥孤は非退化である。

問題 欱欰欮欱欸欮 Gをリー群、g〃 をそのリー環の双対空間とする。c ∈ g〃 を通る余
随伴軌道 O嬨c嬩 嬽 {孁孤〃で嬨c嬩 | g ∈ G} の上に、包含写像 O嬨c嬩 ↪→ g〃 が運動量写

像となるような、G嬭不変シンプレクティック形式がただ一つ存在することを示
せ。このシンプレクティック多様体を歋歩歲歩歬歬歯歶欭歋歯歳歴歡歮歴余随伴軌道 欨正歯歡此歪歯歩歮歴
歯歲止歩歴欩という。
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(2019), no. 408, ix+209, arXiv:1211.1287 [math.AG].

[Nak94] H. Nakajima, Instantons on ALE spaces, quiver varieties, and Kac-Moody algebras,
Duke Math. J. 76 (1994), no. 2, 365–416.

[Nak98] , Quiver varieties and Kac-Moody algebras, Duke Math. J. 91 (1998), no. 3,
515–560.

[Nak01] , Quiver varieties and finite-dimensional representations of quantum affine

algebras, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), no. 1, 145–238 (electronic).
[Nek03] N. A. Nekrasov, Seiberg-Witten prepotential from instanton counting, Adv. Theor.

Math. Phys. 7 (2003), no. 5, 831–864.

[NY05] H. Nakajima and K. Yoshioka, Instanton counting on blowup. I. 4-dimensional pure
gauge theory, Invent. Math. 162 (2005), no. 2, 313–355.

嬹嬱

http://arxiv.org/abs/1211.1287


嬹嬲 孂孉孂孌孉孏孇孒孁子孈孙

[SV13] O. Schiffmann and E. Vasserot, Cherednik algebras, W-algebras and the equivariant

cohomology of the moduli space of instantons on A2, Publ. Math. Inst. Hautes Études
Sci. 118 (2013), 213–342.

[Var00] M. Varagnolo, Quiver varieties and Yangians, Lett. Math. Phys. 53 (2000), no. 4,

273–283.
[VV99] M. Varagnolo and E. Vasserot, On the K-theory of the cyclic quiver variety, Internat.

Math. Res. Notices (1999), no. 18, 1005–1028.


