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twistor理論は、Penrose [11]によって創始されて多くの数学者によっていろいろな場合に拡張さ
れているが、ここでは四元数多様体の幾何に関連する部分のみについて解説を行ない、最近の結果
を紹介する。なお筆者は twistor theoryの専門家ではなく、むしろ twistor theoryを用いないで四
元数多様体を調べている。その理由は twistor theoryは問題を代数幾何学の問題に置き換えるだけ
で、代数幾何に素養のない筆者にとって分からないものをより分からないものに移すだけであるか
らである。今後は、代数幾何に強い (もしくは代数幾何学者でももちろん良い) twistor theoristの
登場が待たれる。

§1. quarternionic manifoldとその twistor spaceの定義

まず quarternionic manifold の定義を与える。しかし、ここでは twistor space の almost
complex structureの証明を与えないので、定義を理解できなくとも何の不都合もない。(意味を
すぐに理解することは困難であろう。)

定義 (S.Salamon [14], L.Bérard Bergery [3]). 4n 次元 (n ≥ 2 ) の C∞ 多様体 X が quar-
ternionic manifold であるとは、End(TX) の rank 3 の subbundle V と torsionが消えている
affine connection ∇ で V を保つものが存在して、さらに各点 x ∈ X に対しその近傍を Ux を充分
に小さく取れば、V|Ux の frame field Ix, Jx,Kx で I2

x = J2
x = K2

x = − Id , IxJx = −JxIx = Kx

を満たすものが取れるときを言う。

このとき {Ix, Jx,Kx} が orthonormal basisとなるように V に metricが定義できることを注意
しておく。(x によらない。) また、この定義をそのまま n = 1 のときに適用しようとすると、Ix ,
Jx , Kx の存在は orientationと共形構造の存在と同値であり、torsion free connectionの存在は常
に成り立ってしまう。このままでは条件が弱すぎて何も言えない。そこで n = 1 のときには

定義. 4 次元 C∞ 多様体 X が quarternionic manifoldであるとは、X 上に orientationと共形
構造が定義され、そのWeyl tensorが anti-self-dualであるときを言う。

歴史的には、この n = 1 の時の定義の方が早く (そのときは quarternionic manifoldとは呼ばれ
なかったが) M.F.Atiyah-N.J.Hitchin-I.M.Singer [2]による。またWeyl tensorと 2 -formに働く
Hodge star operatorが metricの共形構造だけで決まることを注意しておく。

quarternionic manifold X に対して、V の unit sphere bundle Z に次のように almost complex
structure I を定義して、twistor spaceという。
まず Z の点 p は、x = π(p) における tangent space TxX に almost complex structureをさだ
めることを注意せよ。(p = aIx + bJx + cKx (a2 + b2 + c2 = 1)とすると p2 = − Id となること
を見よ。) そこで P の tangent space TpZ を connection ∇ によって

TpZ ∼= TpF ⊕ π∗TxX

と分解する。(TpF は tangent space along the fiberである。)そこで π∗TxX 成分には p によって
almost complex structureを入れ、TpF 成分には fiberを Riemann球面と思って標準的な almost
complex strutureを入れることによって、TpZ に almost complex struture Ip が定義される。
次の結果は、基本的である。
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定理 (n = 1 のとき [2], n ≥ 2 のとき [14, 3]). quarternionic manifold X の twistor spaceZ は
complex manifoldである。すなわち almost complex structure I は integrable。

G 構造の立場からの approachは L.Bérard Bergery-T.Ochiai [4]を参照のこと。
twistor spaceには、その構成から自然に real structureと呼ばれる anti-holomorphic involution

τ : Z → Z が
τ(p) = −p, for p ∈ Z = S(V)

によって定義される。さて上の定理の逆が言える。

定理 (n = 1 のとき [2], n ≥ 2 のとき [14, 3]). complex manifold Z が
1) (C∞ な意味での)CP1 -fibration π: Z → X をもち、各 fiberは complex submanifoldでその

normal bundleは C2n ⊗O(1) である。
2) freeな anti-holomorphic involution τ :Z → Z が定義されて、各 fiberを保つ。
を満たすとき X は quarternionic manifoldの構造をもち、Z はその twistor spaceである。

これを使えば quarternionic manifoldの例が与えられる。

例. 四元数射影空間 HPn は quaternionic manifoldであり、その twistor spaceは CP2n+1 であ
る。projection CP2n+1 → HPn は C2n+2 の一次元複素部分空間 L に対し、Hn+1 の中で L が
生成する一次元四元数部分空間を対応させる写像である。ただし、C2n+2 と Hn+1 は同一視され
る。real structureは L に対して Lj = {zj ∈ C2n+2 | z ∈ L} を対応させればよい。

twistor 理論の一番の応用は S4 上の instanton の分類であろう。次にこれを説明する。E を
quarternionic manifold X 上の hermitian metricをもった complex vector bundleとする。E 上
の connection A が anti-self-dual connectionであるとは、その曲率 RA が

RA(Ixv, Ixw) = RA(Jxv, Jxw) = RA(Kxv, Kxw) = RA(v, w) for x ∈ X , v, w ∈ TxX

を満たすときを言う。X が四次元のときにはこの定義は通常のものと一致する。

定理 (n = 1 のとき [2], n ≥ 2 のとき [14, 3]). vector bundle E と anti-self dual connection Aを
projection π によって twistor spaceに引き戻すと、holomorphic structureを定める。すなわち pull-
backed connection (これも A で表す。)に associateした exterior differential operator dA を考え、
そ の (0, p) 成 分 を と る こ と に よ り、Dolbeaux operator ∂A:
Ω0,p(π∗E) → Ω0,p+1(π∗E) を定義すると、∂A ∂A = 0 が成り立つ。さらに π∗E にこのよう
に holomorphic structureを定義して holomorphic vector bundleと思ったものを F と書くことに
すると、その性質として 1)F は各 fiberに制限すると trivialである。2) (E の hermitian metricを
使うことにより) τ∗F と F∗ の間に holomorphic isomorphismσ が存在する。さらに σ により F
の各 fiber上の sectionのなす vector space (これは Ex に他ならない。)に二次形式を定義すると、
positive definiteな hermitian inner productになる。逆に Z 上の holomorphic vector bundleF が
1), 2)を満たせば、X 上の hermitian vector bundleと anti-self-dual connectionから来る。

この結果を用いてM.F.Atiyah-V.G.Drinfeld-N.J.Hitchin-Yu.I.Manin [1]は S4 = HP1 上の anti-
self-dual connectionの分類を行なった。CP3 上の holomorphic vector bundleに対して代数幾何
的なテクニックを用いることによって得られる。
同様の結果は、Buchdahl [5]によって CP2 (複素射影平面の複素多様体としての向きを逆にした
もの)上の anti-self-dual connectionの分類が得られている。
あとの都合で quarternionic Kähler manifoldと呼ばれるものも導入しておく。
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定義 (S.Salamon [14], L.Bérard Bergery [3]). 4n 次元 (n ≥ 2 )の quarternionic manifold X が
quarternionic Kähler manifold であるとは、Ix , Jx , Kx が hermitianになるような Riemannian
metric g があって、quarternionic manifoldの定義にある torsion free connection が g の Levi-
Civita connectionで与えられるときを言う。4 次元のときには、oriented Riemanian manifoldで
anti-self-dual Weyl tensorをもち、さらに Einstein であるときをいう。
一般次元のときにも Riemannian metric g は Einstienであることが示される。そこで scalar

curvatureの符号によって positive, zero, negativeなものに分かれる。
例 (Wolf space [15]). gを compact simpleな Lie algebra、tをCartan subalgebra, αを heighest

rootとする。root β に対して

gβ = {X ∈ g | [H,X] = 2πiβ(H)X for all H ∈ t}

とおく。Lie algebraが g となる simply connected Lie groupを G、

k = t⊕ gα ⊕
⊕

〈α,β〉=0

gβ

に対応するLie subgroupを K とする。このとき G/K は quarternioni Kähler manifold of positive
scalar curvatureである。その non-compact dualは quarternionic Kähler manifold of negative
scalar curvatureである。

§2. 最近の話題から

最近次のような驚くべき結果が得られた。

定理 (Y.S.Poon-S.Salamon [13]). 8 次元の compact quarternionic Kähler manifoldで positive
scalar curvatureをもつものは、Wolf spaceに限る。
ちなみに任意の次元で、Wolf space以外の compact quarternionic Kähler manifold with positive

scalar curvatureは見つかっていない。上の定理は次の定理の高次元への拡張と考えられる。
定理 (N.J.Hitchin [8]). 4 次元の quarternionic manifoldでその twistor spaceが Kähler metric
を持ちえるのは、S4 と CP2 だけである。

quarternionic Käher manifoldで postive scalar curvatureを持つものの twistor spaceはKähler(よ
り強く projective)であることが示されることに注意。Y.S.Poon-S.Salamonの定理の証明は恐ろし
く technicalなので省略することにする。(代数幾何を fullに使う。) Hitchinの証明は、現在知られ
ている Fano 3-foldの分類を用いればすぐに出来る。これを紹介しよう。

まず、4 次元の quarternionic manifoldの twistor spaceの一般的な性質として次が成り立つ。
1) H∗(Z;R) は free H∗(X;R) -module generated by c1(TF ) であり、c1(TF )2 = (2χ + 3τ)[X] ∈

H3(X;R) を満たす。但し、TF は tangent bundle along fibers、ξ は X の Euler数、τ は X
の signature、 [X] は X の fundamental classである。

2) real structure τ が cohomology H∗(Z;R) に induceする map τ∗ を考えると、c1(TF ) は −1
倍され、H∗(X;R) の元は動かさない。

3) Z の canonical bundle K は T⊗2
F である。(TF は holomorphic vector bundleになる。)

4) c2(Z) = (3χ + 3τ)[X] , c3(Z) = 4χc1(TF )[X]
5) H0(Z; Km) = 0 for m > 0 . よって特に Z の小平次元は 0 である。
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6) Z 上 non-zero holomorphic p -form (p > 0 ) は存在しない。

Z が Kähler metricを持つと仮定し、ω を Kähler formとしよう。ω は positive formであり、
τ∗ω は negative formである。その cohomology class [ω] ∈ H2(Z;R) = Rc1(TF )⊕H2(X;R) を
考えると、τ∗ が第一成分に −1、第二成分に 1 で働くことから [ω] ∈ Rc1(TF ) である。TF は
real lineに制限すると O(2) であり、よって TF = K−1/2 は ample、だから Z は Fano 3 -fold of
index 2 or 4 である。
次に Z の Hodge number hp,q と Betti 数 bi を計算する。まず 6) より、b1 = h1,0 + h0,1

= 2h1,0 = 0 が成り立つ。次に Riemann-Rochと 6) を使うと

c1c2/24 =
∑

(−1)php,0 = h0,0 = 1

一方 2) より c1c2/24 = (χ + τ)/2 であり、b1 = b1(X)、b2 = b2(X) + 1 を用いると、c3
1 =

16(2χ + 3τ) = 16(5 − b2) が従う。よって特に、1 ≤ b2 ≤ 4 である。ここで Ishkovskiの Fano
3-folds of index ≥ 2 の分類を使うと、b2 = 1 のときは Z = CP3、b2 = 2 のときは smooth
divisior on CP2 × CP2 of bidegree (1, 1) であり、b2 = 3, 4 はあり得ないことが分かる。これか
ら、b2 = 1 のとき X = S4、b2 = 2 のとき X = CP2 が従う。

次に Hitchinの定理の仮定を弱めることを考える。
定理 (F.Campana [6]). 4 次元 compact quarternionic manifold X の twistor spaceが、藤木の

Class C ならば X は CP2 の n 個の connected sumか S4 に homeoである。
証明の Keyは、π1(X) = 1 を示すことにある。実際、Hitchinの証明のときの議論から X の

intersection formは negative definiteであることが分かるので、π1(X) = 1が言えれば、Donaldson
の結果と Freedmanの結果をあわせて定理が言える。

Campanaの結果が sharpであることは、次から分かる。

定理 (C.LeBrun [9]). 任意の n ≥ 1 に対し CP2 の n 個の connected sumの上に twistor space
が Moishezonである quarternionic manifoldの構造が入る。

C.LeBrunの構成は具体的であり、Gibbons-Hawking ansatzの hyperbolic monopole versionを用
いる。twistor space の具体的な表示も可能である。n = 2 の時には Y.S.Poon [12]
による twistor space の構成が知られていた。これは全く違う構成法であったが、C.LeBrun
のものと一致することが示される。Gibbons-Hawking ansatzの hyperbolic monopole versionを簡
単に説明しよう。

U を hyperbolic 3-spaceの open subsetとし、U 上の S1 -bundle P 上の hyperbolic monopole
(A, Φ) が存在するとする。すなわち A は P の connection であり、Φ は P の ad-
joint bundleの sectionであり、次の方程式が満たされる。

∗RA = dAΦ

さらに U 上で (U(1) の Lie環を R と同一視したときに)Φ は everywhere positiveと仮定する。
hyperbolic spaceを上半空間表示し、metricを

h =
dx2 + dy2 + dz2

z2

と表す。そこで P 上に metricを
g = z2(Φh + Φ−1ω2)

で定める。
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命題 (C.LeBrun [9]). metric g は Kählerで、scalar curvatureは 0 である。特にその Weyl
tensorは anti-self-dualである。
例えば U を hyperbolic space全体にとり、Φ を constant、A を trivial connectionに取れば、
得られる空間は R4 と Euclidean metricになる。LeBrunは、U を hyperbolic spaceから有限個
の点 {p1, p2, . . . , pn} を除いた空間にとり、P を c1 が各点の回りの小さな球面で積分して −1 に
なるようにとった。Φ を Green function G(p, q) をつかって

Φ(p) = 1 +
n∑

i=1

G(pi, q)

によって定める。このとき P 上の connection A を (A, Φ)がmonopoleになるように取ることが出
来て、上の命題によりKähler metric with zero scalar curvatureが定義される。このとき、smooth
な completionを作ることができて、C2 の一つの複素直線に乗った n 点での blow-up上の Kähler
metricになる。さらに無限遠点を加えて metricを共形変換すれば CP2 の n 個の connected sum
の上に quarternionic manifoldの構造が定義される。

さらに n ≥ 4 のときには、陰関数定理によって上の様に作った C2 の n 点 blow-up上の Kähler
metricを perturbすることが出来て、n 点が一つの複素直線の充分小さい近傍に入っているときにも
Kähler metric with zero scalar curvatureを作ることができる。このとき conformal compactification
の twistor space は藤木の class C ではなくなる。よって次を得る。
定理 (F.Campana-C.LeBrun-Y.S.Poon, see [7]). Moishzeon 3-fold でその deformation neigh-

bourhoodをいかに小さくとっても、藤木の class C に入らない空間を含んでしまうものが構成で
きる。

Kählerのときには、その small deformationはやはりKählerであるから、上の結果は驚きである。
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