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概 要

佐々木多様体は、その名前に佐々木重夫氏の名前を冠することからも分かるように、一時期、特に日本
では盛んに研究されたが、その後は余り数学者の関心を集めなくなってしまった。しかし、近年、超弦理論
の AdS/CFT対応の文脈で佐々木-Einstein多様体が大いに活躍し、その意義が見直されつつある。これら
の発展の多くは、物理（AdS/CFT 対応）に動機づけられたものであるが、その物理的背景を忘れ、純粋
に幾何的意味を考えても興味深いものである。本稿では、トーリック佐々木-Einstein多様体の最近の発展
（例えば体積や Reebベクトルの決定、計量の存在、具体的構成や一意性等）について述べると同時に、そ
の箙との関わりについて述べる。

1 はじめに

初めに、第 4回城崎新人セミナーに参加させて頂き、また講演の機会を与えてくださったこと、更に今回
のセミナーの企画・運営等々に尽力された事に対し、関係諸氏に感謝の意を表したい。

本稿の内容は、筆者が城崎新人セミナーで話した内容に、2006年 10月の第 12回複素幾何シンポジウム、
2007年 6月の東京幾何セミナーで話した内容を適宜加えるなどして、大幅に加筆修正したものである。主た
る読者としては、これまで佐々木-Einstein多様体について触れたことのない数学者を想定しており、この分
野の面白さを知っていただくことを目的にしている。また、一部の記述は、この問題に関心のある物理学者

にとっても参考になるかもしれない。

佐々木多様体の歴史は実は古く、その概念は少なくとも 1960年の佐々木重夫先生による論文 [1]に遡る。
その後、日本の研究グループを中心として盛んに研究が行われたが、いつしか佐々木多様体を研究する人は

あまりいなくなってしまった。2000年頃から、Boyer-Galickiなどが幾つかの重要な成果を挙げ佐々木多様
体の意義が再発見されるようになった。その後、2004年ごろから 2，3年の間に、物理の発展にも刺激され
て、佐々木多様体の研究が大きく進展することになった。本稿が目指すのは、その 2004年以降の研究の（部
分的な）解説である。

残念ながら、これらの発展の全てが数学的に厳密に定式化された訳ではなく、幾つかの記述は数学的に完

全に厳密とは言えないが、数学的に明確にできるところはそうするように努めたつもりであるし、また逆に

言えば、数学としてやるべき事がまだ数多く残されていると言うこともできよう。重要な論文の幾つかが物

理の言葉で書かれていることが、数学者をこの問題に近づきずらくしているきらいはなくはないだろうが、

数学にとってもこれは非常に重要な問題であるというメッセージをお伝えできればと思う。

本稿の構成は以下のとおりである。まず、佐々木多様体の基礎的な事項について簡単に述べた後 (§2)、5
次元佐々木-Einstein多様体の計量の存在とその具体的構成について述べる (§3)。次に、AdS/CFT対応 (§4)
についてまず概要を述べる。箙側 (§5)および佐々木側 (§6)の各々ついてより詳細に述べた後、それらの対応
を定式化する (§7)。最後に、Calabi-Yau coneと箙との対応についても述べる (§8)。

2 佐々木多様体の基礎

2.1 佐々木多様体の定義

まず、佐々木多様体の定義を与えておこう。後で述べるように、幾つかの同等な定義が存在するが、もっ

とも簡潔で分かりやすいのは次の定義である：

定義 2.1. (S, g)をコンパクト Riemann多様体とする。このとき、(S, g)が佐々木であるとは、その計量錐
（metric cone）(C(S), g) = (R+ × S, dr2 + r2g)が Kähler多様体であることをいう。
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但し、rは R+の座標である。また、R+となっているので、r = 0の点は除かれていることに注意しよう。
実際、後から出てくる例では、S2n−1 の例を除いて、r = 0の点は特異点になっている。
もう一つの注意すべきなのは、以下の議論では、簡単のため、佐々木（-Einstein）多様体という時に、metric

gを書かずに単に Sと書いてしまうことも多いが、実際には計量も同時に指定されていると思うべきである。

また、佐々木多様体の特別なクラスとして、佐々木-Einstein多様体を定義しておこう。

定義 2.2. (S, g)をコンパクトRiemann多様体とする1。このとき、(S, g)が佐々木-Einsteinであるとは、そ
の計量錐 (C(S), g) = (R+ × S, dr2 + r2g)がKählerかつ Ricci平坦（つまり、Calabi-Yau）であることをい
う。

ただし、ここでRicci平坦とは、Ricci曲率が消えることを指す。また、C(S)上のRicci曲率と S上のRicci
テンソルとの間の関係より、この条件は、S の Ricci曲率が

Ric = 2(n− 1)g (2.1)

を満たす、と書き直すこともできる。

佐々木-Einstein多様体の具体例については、後から詳しく述べるが、ここでは最も簡単な例だけをあげて
おこう。

例 2.3. (2n− 1)次元球 S2n−1（に標準的な計量を入れたもの）は、佐々木-Einstein多様体の例である。実
際、その計量錐をとると、Cn となるが、これは明らかに Kählerかつ Ricci平坦である。

さて、これらの定義からも分かるように、佐々木（-Einstein）多様体の幾何学は、Kähler（-Einstein）多
様体の幾何学の奇数次元類似とでもいうべきものであり、実際、Kähler-Einsteinの時に培われてきたテク
ニックのうち幾つかは、佐々木-Einsteinの時にも有効である。また、すぐ後で述べるように、佐々木多様体
が regularな時には、佐々木多様体の話は一つ次元の低いKähler-Einstein多様体の話に帰着するので、その
意味で、前者は後者を含んでいるとみなすこともできる。

ここで、今後の便宜のため、記号を一つ用意しておく。Kähler多様体は複素多様体であるので、その次元は
実次元で考えると偶数であり、よって佐々木多様体の次元は奇数次元である。そこで以下では dim S = 2n−1,
dim C(S) = 2nと書くことにしよう。

2.2 佐々木多様体の登場人物

佐々木多様体には幾つかの重要な概念が存在する。以下、それについて述べていこう。

まず、C(S)は Kähler多様体であったから、複素構造が存在する。それを J と書くことにしよう。

η = J

(
dr

r

)
(2.2)

とする。この ηは i : S → C(S)を用いて S に引き戻すことができる。記号を混同して、それも ηと書くこ

とにしよう。このとき、ηは S の接触構造を定めていることが分かる。つまり、η ∧ (dη)n−1 6= 0。
接触多様体の定義

定義 2.4. M を奇数次元の多様体 (dim M = 2n− 1)とするとき、M が接触多様体 (contact manifold)であ
るとは、M 上にある 1形式 η (接触 1形式、contact 1-form) が存在して、η ∧ (dη)n−1がM 上どこでも 0に
ならないという条件を満たすことである。

を思い出すと、これは (S, η)が接触多様体であることを示している。そこで、この ηは接触 1形式、ある
いは特性 1形式（characteristic 1-form）と呼ばれる。
さて、接触多様体には、リーブベクトル場 (Reeb vector field)、あるいは特性ベクトル場 (characteristic

vector field)と呼ばれる重要な概念が存在する：
1S は Sasaki の S から取ったものである。その他の記号としては、Y や Link の意味で L が使われていることもある。
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定理 2.5. 接触多様体 (M, η)に対し、以下の条件を見たすベクトル場 ξが存在し、かつそれは一意に定まる：

η(ξ) = 1, dη(ξ,−) = 0 (2.3)

実は、佐々木多様体の場合には、ξを具体的に書くことができ、次の式で与えられる：

ξ = J

(
r

∂

∂r

)
(2.4)

この ξについても、i : S → C(S)を使って S に引き戻したものと混同して同じ記号を用いることにする。

最後に、三つ目の登場人物Φを定義しよう。まず 1形式 ηから、接束 TSの 2n− 2次元の部分束Dを（こ

のDは接触分布（contact distribution）と呼ばれる）、各点 p ∈ S でのファイバーが

Dp = Ker ηp (2.5)

となるように定義することにしよう。この時、ξによって生成される自明な束を Lξ としたとき、接束は

TS = D ⊕ Lξ (2.6)

のように直交分解する。そこで、End(TS)の切断 Φを、Φ|D = J |D,Φ|Lξ
= 0と定義することにしよう。こ

うして定義した Φは、任意の滑らかなベクトル場X に対して、

Φ(X) = ∇Xξ (2.7)

を満たすことが示される。また、この Φは、

Φ2 = −I + η ⊗ ξ (2.8)

g(ΦX, ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.9)

を満たしており、「複素構造もどき」になっている。

さて、ここまで述べてきたのは、佐々木多様体 (S, g)には、接触 1形式 η や Reebベクトル場 ξ、更には

「複素構造もどき」Φが定まるということであった。これらは、佐々木多様体における重要な登場人物であ
り、次に見るように、ある意味で佐々木多様体の幾何学を規定していると見なすことができる。

命題 2.6. (S, g)を Rieman多様体とし、∇を g の Levi-Civita接続、R(X, Y ) : Γ(TS) → Γ(TS)を ∇の
Riemann曲率テンソルとする。このとき、以下の条件は等価である：

1. S上に、長さ 1のKillingベクトル場 ξが存在し、Φ(X) = ∇Xξにより定義される (1, 1)型のテンソル
Φが、S 上の任意のベクトル場X, Y に対して以下の条件を満たす；

(∇XΦ)(Y ) = g(ξ, Y )X − g(X, Y )ξ (2.10)

2. S上に、長さ 1のKillingベクトル場 ξが存在し、Riemann 曲率テンソルが、S上の任意のベクトル場

X, Y に対して以下を満たす。

R(X, ξ)Y = g(ξ, Y )X − g(X, Y )ξ (2.11)

3. S 上に、長さ 1の Killingベクトル場 ξが存在し、ξを含む全ての平面の断面曲率は 1である。

4. S は、正規な接触計量構造 {ξ, η,Φ, g}をもつ接触計量多様体である（定義はすぐ後で説明する）。

5. (S, g)は（定義 2.1の意味で）佐々木である。
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この命題より、佐々木多様体の構造を規定するのは、三つ組み {ξ, η,Φ}あるいは、計量まで込めた四つ組
み {ξ, η,Φ, g}であることが分かる。これを S 上の佐々木構造（Sasakian structure）と呼ぶ。
実は、より伝統的な佐々木多様体の文脈では、この四つ組みを全面に押し出して佐々木多様体を定義する

のが標準的であった。最初に与えた佐々木多様体の定義は、簡潔で非常に便利であるが、佐々木多様体の持

つ様々な構造がかえって見えにくいところもないでもない。そこで、やや脱線するが、上の命題の 4番目の
条件はどのようなものであるかを述べ、佐々木多様体の別の定義を与えておこう。なお、この部分の定義あ

るいはその証明については、例えば [2]（特に 5章）や [3]などを参照されたい。

定義 2.7. S を 2n− 1次元多様体とし、Φ, ξ, ηをそれぞれ (1,1)のテンソル場、ベクトル場、1形式とする。
Φ, ξ, ηが条件

η(ξ) = 1 (2.12)

Φ2 = −I + η ⊗ ξ (2.13)

を満たすとき、S は概接触構造（almost contact structure）{ξ, η,Φ}をもつ概接触多様体（almost contact
manifold）であると呼ばれる。

命題 2.8. 概接触構造 {ξ, η,Φ}に対し、次が成立する。
Φξ = 0, (2.14)

η(ΦX) = 0 (X は任意のベクトル場) (2.15)

命題 2.9. 全ての概接触多様体 S は、次の条件を満たす計量 gを持つ：

η(X) = g(X, ξ) (2.16)

g(ΦX, ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.17)

ここに現れる計量 gを、概接触構造 {ξ, η,Φ}に付随した計量と呼ぶ。また、Sがテンソル場 {ξ, η,Φ, g}を
もち、gが概接触構造 {ξ, η,Φ}に付随した計量であるとき、S は、概接触計量構造（almost contact metric
structure）を持つといい、概接触計量多様体（almost contact metric manifold）と呼ばれる。

S が概接触構造 {ξ, η,Φ, g}を持つとしよう。このとき、S × Rの接束上の線形写像 J を、

J(X, f
d

dt
) = (ΦX − fξ, η(X)

d

dt
) (2.18)

で定義すると（但し、tは Rの座標であり、f は S ×R上の滑らかな関数）、命題 2.8より J2 = −1であるこ
とが確かめられ、J は S ×R上の概複素構造を与える。この J が可積分であるとき、概接触構造 {ξ, η,Φ, g}
は正規 (normal)であると呼ばれる。

定理 2.10. S を接触構造 ηをもつ接触多様体とする。この時、

g(X, ΦY ) = dη(X, Y ) (2.19)

を満たす概接触計量構造 {ξ, η,Φ, g}が存在する。
この定理によって、接触形式 η から構成された概接触計量構造を、η に付随した接触計量構造（contact

metric structure）と呼び、そのような構造を持つ多様体を接触計量多様体（contact metric manifold）と
呼ぶ。

され、この定式化では、佐々木多様体とは、正規な接触計量構造 {ξ, η,Φ, g}をもつ接触計量多様体である
として定義される。この定義が、冒頭に与えた定義と同等であるとの主張は、命題 2.6に含まれている。
ここまで佐々木多様体の別の定義について説明してきたが、実際には、これから解説する内容では、三つ

組 {ξ, η,Φ}のうち、主に ξが現れ、ηや Φは補助的な役割を果たすのみである。そこで、次に ξについてよ

り詳しく見ていくことにしよう。
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2.3 佐々木多様体の分類

リーブベクトル場の軌道は葉層構造（Reeb foliationまたは characteristic foliation）を定める。この ξの

軌道によって、佐々木多様体 S は以下の 3つに分類される。

定義 2.11.




ξの軌道が閉じるとき　





ξのU(1)作用が freeである時 regular

ξのU(1)作用が freeではないとき quasi-regular

ξの軌道が閉じないとき　 irregular

(2.20)

ただし、文献によっては、ここで quasi-regular と呼ぶものを non-regular と呼び、quasi-regular という
言葉をその代りに regularと non-regularを含むより広い意味に用いているものもあるので注意が必要であ
る。以下では、quasi-regularと言ったら全て上の定義にあるような狭い意味での quasi-regularを意味してい
るもの約束する。(non-regularという用語は、Boyer-Galicki達が用いている用語である。ここでの用法は、
Martelli-Sparks-Yau[4]に従った。）
さて、この分類はどのような意味を持つのか、より詳しく説明していこう。

• Sが regularのとき、ξの軌道の長さは全て等しく、Sは、一つ次元が下（2n−2次元）のKähler-Einstein
多様体上の U(1)主束になっている。よって、この場合は、Kähler-Einsteinの話に帰着されてしまう。

• S が quasi-regularの時、ξ の軌道が閉じるが、S 上に少なくとも一つの点 xが存在して、その点の固

定部分群 Γx が非自明になっている。この時、Γx は、U(1)の真の部分群であるから（ξ はノルム 1を
持っているので、消えることはできないことに注意）、ある整数 mに対して Zm と同型である。よっ

て、U(1)の作用が局所自由である、つまり全ての固定部分群が有限となる。このとき、xを通る軌道の

長さは、genericな軌道の長さの 1/mになっている。また、局所自由なコンパクト Lie群の作用による
多様体の商はオービフォールドになることが知られているので、S は、2n− 2次元のKähler-Einstein
オービフォールド上のオービフォールド U(1)主束となる。

• 最後に、irregularのときには、商空間は well-definedではなく、transverse structureとしてのみ存在
する。

以上の分類より、2n− 1次元佐々木多様体は、元々の定義から、計量錐を取って次元を一つ高くした 2n次元

がKähler多様体になっている一方、次元を一つ下げた 2n− 2次元にも（一般には transverse structureとし
てしか存在しないが）Kähler構造を持っていることが分かる。この意味で、佐々木多様体は、二つのKähler
構造に挟まれた物であるということができる。

2n次元： Kähler多様体 C(S)

⇑
(2n− 1)次元： 佐々木多様体 S

⇓
(2n− 2)次元： transverse Kähler structure

(2.21)

2.4 トーリック佐々木-Einstein多様体

次に、トーリック佐々木-Einstein多様体について考えることにしよう。これから考えるほとんど全ての佐々
木-Einstein多様体はトーリックである。
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定義 2.12 (トーリック佐々木-Einstein多様体). 佐々木-Einstein多様体 (S, g)がトーリック（toric）であ
るとは、その計量錐 (C(S), g)がトーリック（Calabi-Yau）であることをいう。

トーリック多様体の定義については、ここでは詳しく説明しない（例えば、[5, 6]を見よ。）。ここでは、以
下に述べることだけで十分である。

まず、C(S)（dim C(S) = 2n）がトーリックであるとき、運動量写像 µ : C(S) → Rnが存在し、C(S)は
その像2C∗ := µ(C(S))（rational convex polyhedral coneになっている）上の Tn-fibrationである。
次に、C∗の双対を考え、それをCと書くことにする。Farkasの定理より、Cもまた convex rational polyhedral

coneであり、トーリック多様体の扇 (fan)は、その coneを最高次元の錐として持っている。C∗ = µ(C(S))を

C∗ = µ(C(S)) = {y ∈ Rn | 〈y, va〉 ≥ 0} (2.22)

と書くと、va(a = 1, 2, . . . , d)達は扇の最高次元の錐3を生成している。

このとき、Calabi-Yau条件より、適当に SL(n,Z)変換をすることにより vaの第 1成分をすべて 1と置く
ことができる4。そこで、va = (1, wa)と書くことにしよう。ここで、va は n次元ベクトル、wa は n− 1次
元ベクトルであることに注意したい。特に n = 3の場合には、wa 達は、Z2 上の格子多角形を定めていると

見ることができる。これをトーリック図と呼び5、∆と書くことにする。なお、この場合、∆には SL(2,Z)
変換による任意性が存在しているので注意されたい。

例 2.13. 例として、C3、conifold、P1 × P1、dP1、dP2 のトーリック図を図 1に示した。

P1 × P1

conifoldC3

dP2dP1

図 1: トーリック図の例。

3 5次元佐々木-Einstein多様体の計量

さて、これまではほとんど佐々木多様体の話であったが、以下ではもっぱら 5 次元（n = 3）の佐々木-
Einstein多様体を考えることにしよう。5次元の佐々木-Einstein多様体を調べる理由の一つとして、後述す
るAdS/CFT対応において現れるという物理からの動機があり、次のセクション (§4)で述べるのでお待ちい
ただきたい。

3.1 regular、quasi-regularな計量

まず、5次元の佐々木・アインシュタイン多様体の計量について、2004年以前に分かっていたことについ
て述べておこう。

2ここでは、運動量写像の像を C∗ と書き、その双対を C と書いた。文献によっては、逆に書いているものもあるので注意されたい。
ここでは、運動量写像の像が Tn の Lie 環の双対に入っているという意味を込めて、C∗ と書いた。

3誤解はないと思うが、この錐はトーリックの convex rational polyhedral cone のことであり、計量錘のことではないので注意。
どちらかは文脈で明らか筈ではあるが、本稿では metric cone の方は常に計量錐と書いて区別している。

4計量錐を取ったとこの頂点が Q-Gorensteinになるという条件だけは、一般には 1ではなく、自然数 r にまでしか持っていくこと
ができない（[7]及び定理 3.8も参考にせよ）ことに注意せよ。しかし、これから考える場合はすべて 1の場合なので、その点は気にし
なくてよい。

5この用語は、物理ではかなり普及しているが、どうも数学ではそれほど使われていないようである。
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具体的な計量が分かっているものは、長い間 5次元球面 S5 と T 1,1 のたった二つの具体例だけであった。

これらは、ともに regularであり、それに付随して 4次元や 6次元に現れるKähler-Einstein多様体をまとめ
ておくと表 1のようになる。

4次元 5次元 6次元

CP2 S5 C3

CP1 × CP1 T 1,1 conifold

表 1: 長い間、具体的な計量が知られていた 5次元佐々木-Einstein多様体は S5 と T 1,1 だけだった。

ここで、T 1,1とは何かを説明しておこう。T 1,1とは、主に物理の文献で使われている名前であり、数学で

は恐らくほとんど用いられていない名前であろう。この 5次元佐々木-Einstein多様体は、計量錐を取るとコ
ニフォールドと呼ばれる Calabi-Yau 3-foldになるようになっている。ここで、コニフォールドとは、

z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 = 0 (3.1)

で定義される 3次元の Calabi-Yau多様体である。実際、4つの複素変数に複素数で一つの条件がついてい
るので、複素 3 次元の多様体になっていることが分かる。また、これが cone になっていることも、もし
(z1, z2, z3, z4)が (3.1)式を満たせば、それを正の実数倍した (rz1, rz2, rz3, rz4)（但し r ∈ R+）も (3.1)式を
満たすことから分かる。

よって、佐々木多様体 T 1,1 を取り出すには、(3.1)式と

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 = ρ2 (3.2)

との共通部分を考えてやればいいことになる。但し、ρは新しく導入した座標で、R>0 を動き、後で見るよ

うに計量錐の動径方向に対応する。そこで、zi = xi + iyi (i = 1, 2, 3, 4)と書くと、(3.1)、(3.2)より

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 =
ρ2

2
(3.3a)

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 =
ρ2

2
(3.3b)

x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 = 0 (3.3c)

ここで、(3.3a)式より (x1, x2, x3, x4)の定める S3があり、さらに (3.3b,3.3c)式は (y1, y2, y3, y4)が S3を

ある平面で切った切り口を動くので、S2 上を動くことになる。よって、T 1,1 は S3 上の S2 束になっている

ことが分かる。ところが、S3上の S2束は自明であることが知られているので、T 1,1は S2 × S3であること

が分かる。

また、更に、T 1,1 は、S2 × S3 上の homogeneous metricになっており、cosetとして書くこともできる。
まず、(3.1)と (3.2)より、SO(4) ∼ SU(2)× SU(2)が推移的に作用することが分かる。また、任意の点、例
えば ( 1√

2
, i√

2
, 0, 0)の固定部分群は、z3、z4 を回転する SO(2) ∼ U(1)なので、

T 1,1 =
SU(2)× SU(2)

U(1)diag
(3.4)

と書くことができる（U(1)の添え字に diagと書いた理由についてはすぐ下で説明する）。
また、同じことを、少し別の言葉で述べると次のようになる。

Z =
1√
2
ziσi =

1√
2

(
z3 + iz4 z1 − iz2

z1 + iz2 −z3 + iz4

)
(3.5)
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を定義すると、(3.1)、(3.2）式は
detZ = 0, trZZ† = ρ2 (3.6)

となる。今、この方程式の解の一つを

Z0 =
1
2
(σ1 + iσ2) (3.7)

とすると、一般の解は、

Z = LZ0R, L ∈ SU(2)L, R ∈ SU(2)R (3.8)

となる。但し、この書き方には冗長性があって、

Θ =

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
(3.9)

なる θを用いて (L,R) = (Θ,Θ†)とすると、

LZ0R = Z0 (3.10)

となるので、T 1,1 は、SU(2)L × SU(2)R を Θによって生成される U(1)diag で割ればいいことになる。よっ

て、(3.4)式が成り立つことが分かる。
またその計量を具体的に書くと（[8]の Appendixを参照）、

ds2
T 1,1 =

1
9
(dψ + cos θ1dφ1 + cos θ2dφ2)2 +

1
6
(dθ2

1 + sin2 θ1dφ2
1) +

1
6
(dθ2

2 + sin2 θ2dφ2
2) (3.11)

となる。但し、0 ≤ ψ < 4π, 0 ≤ θi < π, 0 ≤ φi < 2πである。計量錐の計量は、先程のρを使って r =
√

3/2ρ2/3

を定義すると、

ds2
conifold = dr2 + r2ds2

T 1,1 (3.12)

となる。後から用いるので、この計量から体積を計算しておくと、

Vol(T 1,1) =
∫ 4π

0

dψ

∫ π

0

dθ1dθ2

∫ 2π

0

dφ1dφ2

√
g =

16π3

27
(3.13)

歴史的には、この佐々木多様体は、超重力理論のコンパクト化の文脈で研究されたものである。その際、

Romans多様体と呼ばれる Einstein多様体 T p,q（p、qは互いに素な自然数）が考えられ、その計量が求めら

れた。その計量を具体的に書くと

ds2
T p,q = λ2(dψ + p cos θ1dφ1 + q cos θ2dφ2)2 + Λ−1

1 (dθ2
1 + sin2 θ1dφ2

1) + Λ−1
2 (dθ2

2 + sin2 θ2dφ2
2) (3.14)

であり、これが Einstein多様体 Rµν = 4gµν であるための条件は、

λ2 = p2Λ2
1 + q2Λ2

2 = 2, Λ1

(
1− p2Λ2Λ1

2

)
= 4, Λ2

(
1− q2Λ2Λ2

2

)
= 4, (3.15)

である。実は、この Einstein多様体 T p,q は、先程の構成の言葉では、

(L,R) ∼ (RΘp, LΘ†
q
) (3.16)

という同一視をしたものになっている。実は、このような無限個の Einstein多様体のうち、p = q = 1のみ
が佐々木-Einstein多様体になっていることが知られている。このような経緯で、T 1,1という名前になったの

である。

より一般に、regularの場合を考えることにすると、それは前述したように 4次元の Kähler-Einstein多様
体上の S1束になっているから、c1 > 0なる複素 2次元Kähler-Einstein多様体の分類の問題に帰着する。曲
面論の分類より、c1 > 0なる複素 2次元代数多様体は、P1 × P1、P2、P2の 8点までの（genericな点での6）

6generic とは、任意の三点が同一直線上になく、任意の六点が P2 の 2 次曲線上にないことをさす
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爆発に限られることが知られている [9]。以下では、P2の k点爆発を del Pezzo kとよび、dPk と書くことに

しよう。なお、del Pezzo曲面のうち、トーリック多様体になるのは P1 × P1、P2及び dPk(k = 1, 2, 3)に限
られることが知られている。

さて、P1×P1及び P2の場合は、これまで議論してきた S5と T 1,1であった。それでは、残りの dPk には

計量は入るのだろうか？実は、dP1 と dP2 には、Kähler-Einstein計量が入らないことが知られている7。こ

れは、松島の定理 [12]によって、コンパクト Kähler-Einstein多様体の正則ベクトル場全体のなす Lie環が
簡約可能（reductive）である、つまりAbel Lie環と半単純 Lie環の直和であることが従うが、dP1と dP2の

場合にはそれが簡約可能でないことが示せるからである。そこで、残るは dPk(k = 3, 4, . . . , 8)の場合だけで
ある。このとき、

Mk = {dPk 上の複素構造の全体で、c1 > 0であるものの全体 } (3.17)

とすると、Mk は解析多様体であること、またM3 及びM4 は一つの元しか含まず、また n ≥ 5 の時は、
dimCMk ≥ n − 4である。Tian-Yauの仕事 [13]によって、これらの場合に計量が存在するかどうかという
問題は解決済みであり、その結果は次のように与えられる：

定理 3.1 (Tian-Yau[13]). 3 ≤ k ≤ 8の時には、Mk に空でない開集合 Uk が存在して、Uk の任意の元に

対して、Kähler-Einstein計量が存在する。

よって、dPk(k = 3, 4, . . . , 8)上の S1束を考えると、それは 5次元の佐々木-Einstein多様体になっている
ことが分かる。これらを、以下 SdPk

と書くことにしよう。但し、この場合は、計量は存在が示されただけ

であり、その具体的形は知られていないことに注意しよう。例外的に、dP6 の時に爆発する点の配位をある

対称な配置にしたときには、具体的な Kähler-Einstein計量の形が求められているようである（E. Calabi,
unpublished）。

quasi-regularについては、どうだろうか？これを考える際に、Smaleによる次の 5次元多様体の分類定理
を述べておくと便利である：

定理 3.2 (Smale[14]). 単連結、コンパクトな 5次元多様体M が、スピンであり、かつ 2次のホモロジー
に torsionを持たないとする。このとき、ある非負の整数 lが存在して、M は S5#l(S3 × S2)に微分同相で
ある。

この分類で行くと、先に述べたように、regular な計量が存在しているのは、S5 と S5#l(S3 × S2)(l =
1, 3, 4, . . . , 8)の場合である。そこで、lがそのほかの値（例えば l = 2）を取る場合に、quasi-regularな計量
が存在するかどうかが問題になる。2000年以降、Boyer-Galickiは、Fano orbifoldの場合のKähler-Einstein
計量の存在についての研究に基づき、数多くの存在定理を示した。次の定理はその一つである：

定理 3.3 (Boyer-Galicki[15, 16, 17]). S5#l(S2 × S3)(l = 2, 3, . . . 9)上には、無限個の quasi-regularな
計量が存在する。

また、計量のモジュライ空間も議論されている。この周辺については、レビューとしては、[18]があるの
で詳しくは参照されたい。

3.2 irregularな計量の具体的構成：Y p,qと La,b,c

さて、ここまで述べてきたことが、2004年以前に分かっていたことであった。ここからは、Y p,q及びLa,b,c

と呼ばれる新しい計量について述べていこう。

上に述べたように、regular及び quasi-regularの場合には、2004年以前から計量の存在証明や具体的構成
が知られていたが、irregularについては、具体的な構成はもちろんのこと、長い間存在を示すことさえ難し

7なお、ここに述べたように、c1 > 0の時には、一般に Kähler-Einstin計量の存在には障害が存在することに注意したい。これは、
c1 = 0 の場合および c1 < 0 の場合とは大きく異なることに注意しておく。実際、これらの場合に、Kähler-Einstein 計量が存在する
か否かを問うたのが有名な Calabi予想で、それに肯定的な答えを与えたのが c1 < 0のとき Aubin[10]と Yau[11]、また c1 = 0の時
Yau[11] である。
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い状況であった。実際、Cheegerと Tianは、1994年に irregularな metricは存在しないという予想を提出
した [19]くらである。しかし、2004年に、Gauntlett-Martelli-Sparks-Waldrum[20]は、超重力理論の研究
から（[21]）次のことを示した（これは、Cheeger-Tianの予想の反例になっている）：

定理 3.4 (Gauntlett-Martelli-Sparks-Waldrum[20]). S2 × S3 上には、加算無限個の佐々木-Einstein
計量が存在し、それらは、Y p,q と呼ばれる。但し、p、qは自然数であり、hcf(p, q) = 1、q < pを満たすも

のである。この計量 Y p,q は 4p2 − 3q2がある自然数の 2乗で書けるとき、かつそのときに限り quasi-regular
であり、そのほかの時は irregularである。

この計量は、cohomogeneity 1を持っている。但し、cohomogeneityとは、isometry群（Y p,q の時にはそ

の Lie代数は su(2)× u(1)× u(1)である）の作用のもとでできる genericな軌道の実余次元のことをさす。
のちに、この計量はトーリックであることが示された。対応するトーリック図を 2に示した。

(1,p−q)

(0,0)

(−1,0)

(0,p)

図 2: Y p,q のトーリック図。

計量の具体的な形を書いておくと次のようになる：

ds2
Y p,q =

1− cy

6
(dθ2 + sin2 θdφ2) +

1
w(y)q(y)

dy2

+
q(y)
9

(dψ − cos θdφ)2 + w(y) [dα + f(y)(dψ − cos θdφ)]2
(3.18)

但し、ここで、

w(y) =
2(a− y2)
1− cy

, q(y) =
a− 3y2 + 2cy3

a− y2
, f(y) =

ac− 2y + cy2

6(a− y2)
(3.19)

である。

まず、この計量の中には定数 aと cがはいっているが、p、qとどう関係しているのかをこれから説明して

おこう。

まず c = 0なら、適当に変数を取り替えて a = 3とすることができる。このとき、cos ω = y, ν = 6αなる

変数を用意して計量を書き直すと

ds2 =
1
9
(dψ − cos θdφ− cos ωdν)2 +

1
6
(dθ2 + sin2 θdφ2) +

1
6
(dω2 + sin2 ωdν2) (3.20)

となる。ν の周期を 2π、ψの周期を 4πと取ると、これは T 1,1 の計量 (3.11)に他ならない。
そこで、c 6= 0の時を考えることにすると、y を適当にスケール変換することで c = 1と取ることができ
る。よって、残るパラメーターは a一つである。

ここで、具体的に計算することで、Ric = 4gとなることが確かめられるので、これは Einsteinであること
が分かる。また、佐々木であることを確かめるのもそれほど難しくない。

次に、問題となるのは、こうして得られた局所的な計量が、大域的な計量に拡張されるのはどのような時

かが問題になる。詳細は原論文 [20]や解説 [22]をご覧頂くことにして、ここでは大雑把な概要を説明しよう。
そのために、まず (θ, φ, y, ψ)により定まる 4次元底空間をBとしよう。これが、位相的に S2 ×S2になる

ようにする。そのためには、まず、

0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π (3.21)
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とすれば、(θ, φ)の部分は、標準的な S2の計量になる。また、(y, ψ)により定まる 2次元空間は、この S2上

にファイバーされていることがわかる。このファイバーがどうなっているかが次の問題であるが、w(y)が正
であるために 1− y > 0, a− y2 > 0を要請し、また yが q(y)の二つの零点 y1, y2 の間にある：y1 ≤ y ≤ y2

であるという条件の yが存在するようにするため、

0 < a < 1 (3.22)

に取ることにしよう（三次関数 a − 3y2 + 2y3 = 0の解は、0 < a < 1の時には、負の解が一つ、正の解が
二つあるが、負の解を y1、正の解のうち小さい方を y2 とした）。このとき、(y, ψ)は、y1 ≤ y ≤ y2 では ψ

方向が S1であり、また y = y1, y2では一点につぶれていることから S2に微分同相であることがわかる。但

し、気になるのは、y = y1, y2で計量が特異になっていかどうかであるが、y = y1, y2の周りで座標変換して

やることにより、実は非特異になっていることを確かめることができる。こうして、Bが S2 × S2になって

いることを確かめることができる。

次に、α方向が、B = S2 × S2 上の S1 ファイバーになっているようにする。αの周期を

0 ≤ α ≤ 2πl (3.23)

に取ると、l−1A は B = S2 × S2 上の U(1) 接続になる。しかし、このような U(1) 束は、B = S2 × S2

の二つの S2 上のそれぞれの赤道でどのように貼り合わせるかによって決定されており、それは、Chern数
H2(S2;Z) = Zで分類される。それを、それぞれ p、qと書くことにしよう。このとき、

P1 :=
1
2π

∫

C1

dA = pl, P2 :=
1
2π

∫

C2

dA = ql, (3.24)

である。

これを具体的に計算すると、

P1 =
y1 − y2

6y1y2
, P2 = − (y1 − y2)2

9y1y2
(3.25)

となる。よって、また、aと p、qは、aの関数としての y1、y2 を y1(a)、y2(a)としたとき、

3
2(y1(a)− y2(a))

=
p

q
(3.26)

で p、qと関係している。

aを (3.22)の範囲で変化させることにより、この方程式は、q < pなる任意の互いに素な p、qに対して解

を持つことが示される。また、lも (3.25)式から

l =
q

3q2 − 2p2 + p
√

4p2 − 3q2
(3.27)

のように決定される。

以上まとめると、結局、変数の動く範囲は、

0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π, y1 ≤ y ≤ y2, 0 ≤ ψ ≤ 2π, 0 ≤ α ≤ 2πl (3.28)

である。

また、ここから体積を計算すると、

Vol(Y p,q) =
q2[2p + (4p2 − 3q2)1/2]

3p2[3p2 − 2q2 + (4p2 − 3q2)1/2]
(3.29)

なお、Y p,q のうち Y 2,1 は、そのトーリック図（図 2で p = 2, q = 1とせよ）と図 1の dP1 のトーリック

図を比べても分かるように、対応する 4次元の多様体は dP1 になっている。先に議論したように、dP1 に

は障害が存在し、Kähler-Einstein計量が入らないことが言えるが、その S1束をとって、適当に佐々木構造
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を取り直せば、Einstein計量が入って佐々木-Einstein多様体になるのである!この点は、§6で述べる Volume
minimizationによってより明らかにされる。
最後に、Y p,q が位相的に S2×S3であることを議論しておこう（[20]のAppendix Aを参照）。鍵となるの
は前に述べた Smaleによる分類定理 3.2である。U(1)ファイブレーションに対するGysin系列を用いることに
より、Y p,qは、この定理の条件を満たすことが言える。よって、ある非負の整数 lが存在して、S5#l(S3×S2)
に微分同相であることがいえるが、S5#l(S3 × S2)のホモロジー群は計算できて、Zlであることがいえ、一

方H2(Y p,q;Z) = Zであることが言えるので、l = 1となる。S5 で連結和をとっても明らかにトポロジーは

変わらないので、Y p,qのトポロジーは S2×S3であることが示された。こうして、定理 3.4が示されたことに
なる。また、ここでは 5次元の佐々木-Einsteinについて述べているが、同様の構成は、高次元（奇数次元）
にも拡張された [23, 24, 25]。
なお、先に Y p,q は cohomogeneity が 1 であることを述べたが、最近、Contiは、cohomogeneity 1 の 5
次元佐々木-Einstein計量を分類し、それが Y p,q に限られることを示した [26]。よって次に問題となるのは
cohomogeneity 2の時となる。
実は、Y p,q をさらに拡張し、cohomogeneity 2を持つ 5次元佐々木-Einstein多様体上の計量が具体的に構
成された。これを定理の形で述べておこう：

定理 3.5 (Cvetic-Lu-Page-Pope[27, 28, 29]). a, b, c, d を自然数とし、a ≤ b, c ≤ b, d = a + b −
c,hcf(a, b, c, d) = 1,hcf({a, b}, {c, d}) = 1 であるとする。但し、最後の式は、a, b のうちの任意のいずれ

かと、c, dのうち任意のいずれかとが互いに素であることを示している。このとき、S2 × S3 上には、a, b, c

によってラベルされる加算無限個の佐々木-Einstein計量（これを La,b,c と書くことにする8。）が存在する。

また、これらの計量は genericには cohomogeneity 2であり、genericには irregularである。

この La,b,c は、先程の Y p,q を a = p− q、b = p + q、c = pの特別な場合として含んでおり、Y p,q の拡張

になっている。この計量の構成には、Kerr Black hole解を使った構成法が用いられた。Kerrブラックホー
ルは Einstein方程式の解であるので、その性質を保ったままうまく極限を取って佐々木にするというのがお
おざっぱな考え方である9。この話の周辺については、本報告集の中の橋本義武氏による解説もご覧いただき

たい。

この計量について詳しい説明はしないが、その計量の具体形だけでも書いておこう。まず、まず、5次元
の Kerr-AdSブラックホールの計量は [31]、

ds2
5 =− ∆

ρ2

[
dt− a sin2 θ

Ξa
dφ− b cos2 θ

Ξb
dψ

]2

+
ρ2dr2

∆
+

ρ2dθ2

∆θ
+

∆θ sin2 θ

ρ2

[
adt− r2 + a2

Ξa
dφ

]2

+
∆θ cos2 θ

ρ2

[
bdt− r2 + b2

Ξb
dψ

]2

+
1 + g2r2

r2ρ2

[
abdt− b(r2 + a2) sin2 θ

Ξa
dφ− a(r2 + b2) cos2 θ

Ξb
dψ

]2

(3.30)

で与えられる。但し、ここで、

∆ =
1
r2

(r2 + a2)(r2 + b2)(1 + g2r2)− 2m (3.31)

∆θ = 1− g2a2 cos2 θ − g2b2 sin2 θ (3.32)

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ + b2 sin2 θ (3.33)

Ξa = 1− g2a2, Ξb = 1− g2b2 (3.34)

8文献によっては、Lp,q,r と書くものもあるが、Lp,q の p、q と紛らわしい（これらは、別のものであり、すぐ後で述べているよう
に a = p− q、b = p + q である）ので、La,b,c と書くことにするのが良い。また、より対称には、L a,b|c,d と書くのが適当であろう
が、この記法は面倒なためか普及していない。

9実は、Cvetic-Lu-Page-Pope以前に、[30]によって、同じ方法によって S2 × S3 上に無限個の Einstein計量が構成された。しか
し、残念ながら、この計量は佐々木-Einstein ではない。
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である。この計量を

t → iτ, g → i√
λ

, a → ia, b → ib (3.35)

と Euclid化して、

a =
1√
λ

(
1− 1

2
αε

)
, b =

1√
λ

(
1− 1

2
βε

)
,

r2 =
1
λ

(1− xε), m =
1
2λ

µε3
(3.36)

とスケールする（ε → 0）と、La,b,c の計量が得られる。

λds2
5 = (dτ + σ)2 + ds2

4 (3.37)

ds2
4 =

ρ2

4∆x
dx2 +

ρ

∆θ
dθ2

+
∆x

ρ2

(
sin2 θ

α
dφ +

cos2 2θ

β
dψ

)2

+
∆θ sin2 θ cos2 θ

ρ2

(
α− x

α
dφ− β − x

β
dψ

)2

(3.38)

但し

σ =
(α− x) sin2 θ

α
dφ +

(β − x) cos2 θ

β
dψ (3.39a)

∆x = x(α− x)(β − x)− µ (3.39b)

ρ2 = ∆θ − x (3.39c)

∆θ = α cos2 θ + β sin2 θ (3.39d)

である。ここでも、計量の形には a, b, cが具体的には現れていないが、それは、Y p,q の場合と同様で、上に

書いた局所的な計量が大域的な計量に拡張されるための条件を考察することによって得られるものである。

なお、この計量はトーリックである。

3.3 佐々木-Einstein計量の存在と一意性

このセクションの最後に、最近、トーリック・佐々木-Einstein計量の存在と一意性を示しためざましい定
理が最近証明されたので、それについて、結果だけ簡単に述べておこう。この部分では、再び任意次元の佐々

木-Einstein多様体に戻るので注意されたい。
まず、幾つかの言葉を用意しよう。

定義 3.6. S 上の滑らかな微分形式 αが basicであるとは、

i(ξ)α = 0, Lξα = 0 (3.40)

を満たすことである。但し、ここで ξ はこれまで通り Reebベクトル場であり、Lξ は、ξ による Lie微分で
ある。

basicな微分形式は、外微分 dによって保たれるので、basic コホモロジー、basic Dolbeaultコホモロジー
を定義でき、更にChern-Weil理論を使って basic Chern類を定義することができる。そこで、Reeb foliation
の normal bundleの第 1Chern類が正であるという条件を cB

1 > 0と書くことにしよう。また、トーリック束
（toric bundle）Dを、D = Kerηで定義しよう。このとき、次が成り立つ。

定理 3.7 (二木-小野-Wang[32]). (S, g)をコンパクトトーリック佐々木多様体とし、cB
1 > 0, c1(D) = 0と

する。このとき、Reebベクトル場を変形することによって、佐々木構造を変形すると、佐々木-Einstein計
量が得られる。
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但し、ここで、「Reebベクトル場を変形することによって、佐々木構造を変形する」とあるのについては、
§6の Volume minimizationのところで追って更に説明する。
また、この仮定 cB

1 > 0, c1(D) = 0の意味が、次の論文で明らかにされた：

定理 3.8 (Cho-二木-小野 [33]). (S, g)をコンパクトトーリック佐々木多様体で、dimS ≥ 5を満たすものと
する。このとき、次の 3つの条件は等価である：

1. cB
1 > 0, c1(D) = 0

2. S は、λ1, λ2 . . . , λd ∈ g = Lie(Tn) = Rnによって定義される高さ l（lは正の整数）のトーリック図か

ら得られ、またある γ ∈ g∗ = Rn が存在して、Reebベクトル場 ξが次の条件を満たす：

〈γ, ξ〉 = −n, 〈y, ξ〉 > 0 for all y ∈ C∗ (3.41)

但し、C∗ は以前も定義したが、

C∗ = {y ∈ g∗|〈y, λi〉 ≥ 0, j = 1, 2, . . . , d} (3.42)

である。

3. ある正の整数 lが存在して、標準束KC(S) の l次のべきK⊗l
C(S) は自明である。

我々がこれまで考えてきたような場合には、この 3つの条件のうち、第 2の条件が常に満たされていた。
よって、上の二つの定理を合わせると、トーリック図から定まるようなトーリック・Calabi-Yauを計量錐に
持つ佐々木多様体に対しては、Reebベクトル場を変化させることによって、佐々木-Einstein計量を得るこ
とができるのである。

この定理より、例えば系として SdP1, SdP2 上に佐々木-Einstein計量が入ることが従う。ここで思い出して
おきたいのは、4次元の dP1, dP2 には、障害が存在して、Kähler-Einstein計量は入らないということであ
る。この二つは矛盾していないことに注意したい。つまり、4次元にはKähler-Einstein計量は入らないので、
その S1束には regularな佐々木-Einstein計量ははいらないが、Reebベクトル場を取り直すと、irregularの
佐々木-Einstein計量が入るのである。
さらに、同じ論文で一意性も示された。自己同型群で引き戻しても佐々木-Einstein計量はやはり佐々木-

Einstein計量なので、一意性というのは次のような意味になる：

定理 3.9 (佐々木-Einstein計量の一意性、Cho-二木-小野 [33]). (S, g)をコンパクトトーリック佐々木多
様体とし、cB

1 > 0, c1(D) = 0とする。このとき、自己同型群の単位元を含む連結成分は、gと両立する佐々

木-Einstein計量の全体のなす空間に推移的に作用する。

但し、計量 g′ が (S, g)と両立するとは、gと g′ が同じ Reebベクトル場を持つことをいう。
証明は、c1 > 0の時の Kähler-Einstein計量の一意性の証明 [34]の類似で行う10。

最後に、ここまで述べてきた計量は、r = 0のところで特異的になっていたが、その尖った頂点を丸めて、
r = 0にまで滑らかに延びる 完備な Ricci-flat 計量の構成についても議論がなされている [36, 37, 38]ことに
触れておく。　

10Kähler-Einsteinの時は、大体次のようにして証明する。Kähler計量の空間を考え、そこに二つ解があったとして、それをつなぐ
測地線を考える。証明の鍵となるのは K-energy（満渕エネルギー）[35] であり、この量は Kähler-Einstein のところでは微分がゼロ
になり、また測地線上でその 2回微分が正という性質を持つ。よって、二つの Kähler-Einstein 計量を結ぶ測地線があるとすると矛盾
する。測地線の存在を示すのは微妙な問題だが、トーリック佐々木-Einstein の時は問題が簡単化する。



16 山崎雅人

4 AdS/CFT対応

ここまで述べてきたような佐々木・アインシュタイン多様体での発展（特に具体的な計量の構成）は、物

理にとっても大きな意味を持った。以下では、それについて説明することにしよう。

弦理論には、さまざまな双対性 (duality)が存在することが知られている。そしてそれは、数学にも非常に
大きなインパクトをもたらしてきた。たとえば、シンプレクティック幾何と複素幾何との「等価性」を主張

するミラー対称性はそのもっとも成功した例であり、有理曲線の数え上げや Gromov-Witten不変量の計算
等々に大きな役割を果たしてきた。

AdS/CFT対応と呼ばれるものも、「対応」という名前になっているが、弦理論に存在するある種の双対性
である。しかもそれは、ゲージ理論と重力という全く違うように見える理論の等価性を主張する非常に不思

議な双対性であり、数多くの双対性の中で今のところもっとも重要なものといってもいいものである。

以下、この AdS/CFT対応がどのようなものであるかを、非常に大雑把に説明しよう。この部分は、未定
義用語であふれてしまうので数学者には読みづらいと思われるが、以下の議論に関係するのは (4.1)式だけ
であり、さらにその意味は次のセクション以降で詳しく説明していくので、適宜読み飛ばしていただいて構

わない。

AdS/CFT対応の主張は、

予想 4.1 (AdS/CFT対応 (N = 1の場合)). S を 5次元の佐々木-Einstein多様体とし、AdS5 を 5次元の
Anti-de Sitter時空とする。このとき、AdS5 × S 上の type IIB超弦理論は、4次元の N = 1超対称箙ゲー
ジ理論と等価である。

ここで、AdS5 とは、5次元の反ド・ジッター（Anti-de Sitter）空間と呼ばれるものであり、（Lorentzの
singnatureを持つ）5次元の双曲空間の事であるが、本稿の中では直接にはほとんど現れない。むしろ、超
弦理論の臨界次元は 10であるから、残りの 5次元分を占めている佐々木-Einstein多様体 S のほうが重要で

ある11。ここで、なぜ S が佐々木-Einsteinなのかということだが、まず佐々木という条件は、N = 1の超
対称性が保たれるため（Killingスピノルが存在するための条件）である [39, 40]。また Einsteinという条件
は、超弦理論には、（超）重力理論が含まれており、その運動方程式である Einstein方程式を満たすという
要請に他ならない。

一方、AdS/CFTの CFTとは、共形場理論（conformal field theory）の略であり、今の場合は、４次元の
N = 1（このN = 1は AdS側のN = 1に対応している）箙ゲージ理論と呼ばれるものであり、あとから定
義する（関係付きの）箙から定義されるある種のゲージ理論である。

すでに述べたように、この予想そのものを正面から数学的に正確に定式化することは、現時点では非常に

困難である。たとえば、AdS5 × S上の超弦理論を数学的に定式化することは非常に困難であるし12、また 4
次元のN = 1超対称箙ゲージ理論を数学的に定式化することも、（弦理論の定式化に比べればずっと簡単で
あるはずだが）十分になされているとも言い難い。

では、AdS/CFT対応は少なくとも現時点での数学の研究には縁の無いものなのであろうか？答えは否で
ある。AdS/CFT対応を正面から定式化することはできなくとも、その具体的な予言の一つ一つについては、
数学的に定式化することが可能な場合があるのである。

その一つとして、AdS/CFT対応が予言する一つの関係式を書き下しておこう。

予想 4.2 (AdS/CFT対応の一つの予想（暫定版）). Sを 5次元の佐々木-Einstein多様体とし、AdS5を 5
次元の Anti-de Sitter時空とする。このとき、AdS5 × S 上の Type IIB超弦理論の「ゲージ理論双対」が存
在して、それが（関係付き）箙 Γで指定されるものとする。このとき、Γから計算されるある量 a(Γ)に対

11もっとも、この書き方は、本稿を理解するうえでは差し支えないが、一面的な理解である。実際には、AdS5 側の情報と、S 側の
情報とは、しばしば密接に関係している。

12それどころか、物理的にも十分な理解があるとは言えない。例えば、もっともシンプルな S = S5 の場合でさえ、AdS5 × S5 上の
弦理論を量子化することには困難が存在しており、pure spinor formalism などを用いた研究は進められているものの、満足のいく状
況とはいえない。



トーリック佐々木・アインシュタイン多様体の理論の最近の進展 17

して、

Vol(S) =
π3

4
1

a(Γ)
(4.1)

この式の左辺は、佐々木-Einstein多様体の体積であり、もちろん幾何的に理解されている量である。また、
右辺も、これから述べるように、数学的に定式化することができる量である。したがって、この関係式は、

数学的な意味を持たせることができる。さらに、この一見地味な関係式は、数学にも発展をもたらしたので

ある。この予想は、後に見るように、完全とは言わないまでも部分的には解決をみている。

なお、以下の話では、当分の間佐々木多様体はすべてトーリックに限ることにする。トーリックではない

佐々木多様体についても部分的な解析はなされている（特に orbifoldの場合はよく分かっている）が、トー
リックの場合が最もよく理解されているからである。

5 箙と a-maximization

5.1 関係付の箙とスーパーポテンシャル

まず、箙を定義しておこう。ここでの箙とは、単に有向グラフのことである。定義はほとんど自明である

が、一応定義を述べておくと次のようになる。

定義 5.1. 箙とは、四つ組Q = (V, E, s, t)のことである。ただし、V は頂点の集合、Eは辺の集合、s, t : E → V

はそれぞれ、辺 e ∈ E にその始点（source）と終点（target）を対応させる写像のことである。

念のため、一つだけ簡単な例をあげておこう。後述するように、これは実はコニフォールドに対応する箙

になっている：

例 5.2. 図 3の箙に対して、

V = {v1, v2}, A = {a1, a2, b1, b2}, s(a1) = s(a2) = t(b1) = t(b2) = v1, t(a1) = t(a2) = s(b1) = s(b2) = v2

a1, a2

a1, a2

v2

b1, b2

v1

v1 v2

b1, b2

図 3: 箙 Q = (V, A, s, t)の例。実はコニフォールドに対応する箙である。左と右は同じ意味である。

なお、読者によっては、これは、コニフォールドなどではなく、もっと単純な C2/Z2、或いは A2 型特異

点に対応する箙であると思っただろう。それは実際正しく、この箙は C2/Z2 の箙でもある13。但し、コニ

フォールドの時には、非自明なポテンシャルと呼ばれる量（後に出てくる (5.6)式参照）を考える点におい
て、C2/Z2 の時とは違いが出るのである。この点については、以下で説明していく。

注意として、この例のように、一つの頂点ともう一つの頂点を結ぶ矢印が 2本以上ある時には、図 3の左
のように矢印を複数書く代わりに、右のように矢印を重ねて書くこともあるので注意されたい。

次に、箙 Qに対して、その上の道を以下のように定義しよう14。
13より正確には、C2/Z2 の箙には、頂点 v1 から出て v1 に戻るような矢印や、v2 から出て v2 に戻るような矢印も存在するが、今
は気にしないことにした。

14今回は、都合上 [41] とは矢印の並び方を逆にした。つまり、ここでの (a1, a2, . . . , an) は、[41] での (an, an−1 . . . , a1) に対応す
る。
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定義 5.3. 箙Qの道とは、矢印の列 (a1, a2, . . . , an)で、t(ai) = s(ai+1)(i = 1, 2, . . . , n− 1)を満たすものの
ことをいう。つまり、各々の矢印の終点が、次の順番（すぐ右）の矢印の始点になっているもののことをい

う。

このとき、nを道の長さと呼ぶ。また、道というときには、長さ 0の道、つまり頂点にとどまってそこか
ら動かない道のことも含めて考えることにする。

さて、次に、箙 Qに対して、道の代数 (path algebra) CQを定義しよう。

定義 5.4. 箙Qの道の代数 (path algebra) CQとは、あらゆる道の集合を基底とするベクトル空間に、道の

合成によって積構造を入れた代数である：

(a1, a2 . . . , am) · (b1, b2, . . . bn) =





(a1, a2 . . . , am, b1, b2, . . . bn) (s(b1) = t(am)の時)

0 (その他の時)
(5.1)

さらに、Qと CQを組にすることで、関係付きの箙 (quiver with relations) を定義することができる：

定義 5.5. 関係付きの箙 (quiver with relations) Γとは、箙Q及びその道の代数 CQの両側イデアル Iの組

Γ = (Q,I)のことである。

さて、ここまでで基本的に定義は終わっているが、実は、物理で現れる状況では、関係付きの箙において、

任意のイデアル Iを考えるのではなく、特にそれがポテンシャル（potential）と呼ばれるものから作られる
場合のみを考える。

そこで、まず準備として次のような微分を定義しよう。

p = (a1, a2, . . . , an)を閉じた道、つまり、t(an) = s(a1)を満たす道であるとする。このとき、任意の矢印
bによる pの微分を、

∂p

∂b
=

n∑

i=1

δai,b(ai+1, ai+2, . . . , an, a1, a2, . . . , ai−1) (5.2)

により定義する。但し、ここで、δa,b は、

δa,b =





1 (a = bの時)

0 (その他の時)
(5.3)

で定義されるものとする。この微分は、線形に拡張することで、閉じた道の形式和に対する微分に拡張する

ことができる。

定義 5.6. ポテンシャルW とは15、閉じた道の形式和のことである。このポテンシャルから、両側イデア

ル Iが、

I =
(

∂W

∂a

)

a∈A

(5.4)

により定まる。そこで、今から、関係付き箙 Γ = (Q,I)において、IがW から定まるようなものを特に考

えることにし、Γ = (Q,W )とも書くことにする。

なお、正確にはこの量W は物理ではポテンシャルではなく、スーパーポテンシャル（superpotential）と
呼ばれているものであるが、ここではポテンシャルと呼んでしまった。さらに、物理の文献では、閉じた道

(a1, a2, . . . , am)の代わりに、各aiに対応する「場」（箙のある表現）をXiと書くことにして、Tr(X1X2 . . . Xm)
という記法を用いるので、物理の文献を参照するときには注意されたい。

15我々の論文 [41]ではこれを Φと書いたが、ここでは佐々木の (1, 1)−形式に同じ Φを使ってしまったのでW と書いた。これは、
物理では標準的な記法である。
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5.2 Hanany-Veghのアルゴリズム

次に、トーリックデータ∆が与えられた時に、対応する関係付箙 Γを構成する方法について述べよう。こ
れは、物理の論文 [42]に基づくものであり、fast inverse algorithmあるいは Hanany-Veghのアルゴリズム
と呼ばれる。また、その数学的定式化は、筆者の植田氏との共同研究 [43, 44, 41]によるものである。一般的
な定式化については、原論文や解説 [45],[46]などが既にあるので詳しく述べることはしないで、ここでは主
として例で解説していくことにしよう。なお、これらの例で得られた関係付き箙は、後に a-maximizationの
ところ（§5.4）で具体的な計算にもちいる。

例 5.7 (コニフォールド). まず、比較的簡単なコニフォールドの場合をやってみよう。この場合の手順を具

体的に示したのが図 4である。
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図 4: コニフォールドの場合の Hanany-Veghのアルゴリズム。

まず、トーリック図が与えられたときに、その法線を引く（左上）。この場合は、トーリック図が四角形な

ので、4本の線が引かれることになる。次に、それとは別に 2次元トーラス T2を用意し、その上に、先程書

いた法線と傾きが同じになるような直線を書く（ただし、3本以上の直線が一点で交わらないようにする。）。
あるいは、このことによって、T2 は、幾つかの領域（今の場合は、4つの領域）に分割される（図 4の中央
上。）。それらの領域に対して、次のように頂点を対応させよう。

• その領域の境界の矢印が、全て時計回り（反時計回り）に向いているとき、その領域をそれぞれ白（黒）
の領域と呼び、そこには白（黒）の頂点を置くことにする。

• それ以外の時、つまり領域の境界の矢印が時計回りにも反時計回りにも向いているとき、その領域に
は何も頂点を置かないことにする。

今の場合、白の領域が一つ、黒の領域が一つ、どちらでもない領域が一つになっているので、白の頂点を

一つ、黒の頂点を一つ置くことになる。

更に、頂点同士を辺で結ぶことにしよう。ある頂点と別の頂点は、対応する領域が共有する点を持つとき、

共有する点ごとに辺で結ばれているものとしよう。今の場合、白の領域と黒の領域は 4つの共有点を持つの
で、4本の辺で結ばれることになる（図 4の右上）。
こうして、T2上にグラフが書かれることになるが、これは、特に、どの辺も色の異なる頂点を結ぶように

なっており、2色グラフ（2部グラフ、bipartite graph）とよばれる特別なグラフになっている。一応形式的
な定義を与えておくと、

定義 5.8. T2 上の 2色グラフ (B,W,E)とは、
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• 黒の頂点の集合 B ⊂ T2

• 白の頂点の集合W ⊂ T2

• 辺の集合 E。これは、T2上の線分 eで、その一つの端点が Bに、もう片方の端点がW に含まれるよ

うなものの集合である。

となる。このような T2 上の 2色グラフは、物理ではブレーンによるタイル張り（brane tiling）とよばれ
[47, 48]、実はD5ブレーンとNS5ブレーンからなる系の情報を表したものとしての意味を持っている（その
物理的意味については [49]の §2や [50]が参考になるだろう）ほか、T双対を通じて Calabi-Yau多様体の幾
何学とも関連している [51]。
さて、話を元に戻すと、こうして作られた 2色グラフから、双対を取ることによって、T2上の有向グラフ

を得ることができる（図 4の中央下）。但し、2色グラフの白黒の構造から、双対グラフの辺に向きが入る。
つまり、白の頂点を右に、黒の頂点を左に見るような向きに矢印の向きをつければよい。

こうして得られた T2 上の有向グラフ（periodic quiver）から、関係付き箙 Γ = (Q,W )を作ることがで
きる。

まず、T2 上の有向グラフを、T2 に書かれていることを忘れて単にグラフと思うと Qが得られる。

次に、ポテンシャルW は、一般的には次の式で与えられる：

W =
∑

w∈W

c(w)−
∑

b∈B

c̃(B) (5.5)

但し、w ∈ W に対し、c(w)とは wの周りに時計回りに回る閉じた道のことであり、b ∈ Bに対し、c̃(B)と
は wの周りに時計回りに回る閉じた道のことである。

今のコニフォールドの場合だと、まず、Qは、確かに図 3のようになることが分かる。また、ポテンシャ
ルW は、

W = +(a1, b1, a2, b2)− (a1, b2, a2, b1) (5.6)

である。

例 5.9 (del Pezzo 2). さて、次の具体例として、del Pezzo 2の場合を述べておこう。手続きは前と同様な
ので、図 5-図 9 をごらん頂きたい。但し、今の場合は、T2 上に法線と同じ傾きの線を書くときに、その線

の平行移動の自由度の分だけいろいろなやり方が生じる。この場合は、admissibleと呼ばれる条件を満たす
配置のみを拾ってくる16。但し、admissibleとは、2色グラフを書いたときに、他のどの頂点とも結ばれてい
ないような頂点が一つもないという条件のことをさす。今の場合、admissibleな配位は二つある（図 6、7）
が、対応する 2色グラフを書くとどちらも図 9になっている。
また、ポテンシャルW も 2色グラフから読み取れて、

W =− (a15, a54, a43, a32, a21) + (a15, b54, a43, a31) + (b15, a54, a42, a21)

− (b15, a53, a31) + (a53, a32, a25)− (b54, a42, a25)
(5.7)

なお、ここまでの解説では、T2上に天下りに絵を描いたので、その意味が不明であり、その点を不満に思

う読者もおられることだろう。実は、T2 に描いた絵は、コアメーバ（coamoeba）と呼ばれるものの漸近境
界（asymptotic boundary）を表しているという意味を持っている。詳細については、植田氏による解説 [45]
を見よ。

16先程のコニフォールドの場合にこのことを気にしなかったのは、法線をどのように配置しても、この条件を満たしていたからであ
る。
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図 5: dP2 のトーリック図
図 6: admissibleな配位。

図 7: 別の admissibleな配位。 図 8: 2色グラフ

1

2

3

4

5

図 9: dP2 に対応する箙
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また、ここでやった例の場合には admissibleな配置に対応する関係付き箙は一意であった（dP2の時は二

つ出てくるように見えたが、実は同等であった）が、より一般のトーリック図 ∆に対しても、同じように
Hanany-Veghのアルゴリズムがただ一つの関係付き箙を与えるようになっているかどうかは、現在筆者の知
る限り未解決の問題である。

例 5.10 (L1,7,3). 3つめの例として、更に複雑な例として、L1,7,3 に対応する箙を（ポテンシャルは非常に

複雑なので示さないことにして）答えだけして示しておこう（図 10）。
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図 10: L1,7,3 に対応する箙。

このような複雑な箙の例は、論文 [48, 52]に数多く載せられているので参照されたい。また、Hanany-Vegh
の原論文 [42]にも、幾つかの例が載っている。

5.3 Toric Duality

ここまで説明してきたように、Hanany-Veghのアルゴリズムによって、∆が与えられると Γを構成する
ことができるが、実は、∆と Γとの対応は一意ではない。つまり、∆と Γとの対応は 1対多になっており、
Γを決めれば∆は一意に決まる。この点については、Kasteleyn行列を使ったアルゴリズムが知られている
が、それについて述べると本題から少々外れるのでここでは述べない。[48, 43]を見よ。また、Kasteleyn行
列など、関連するダイマーの話題については [53]や [54]等を見よ。
ところが、∆を決めても対応する Γは複数存在し、一意には決まらない。これを toric dualityと呼んでい

る。これまで Hanany-Veghのアルゴリズムでやってきたのは、ひとつ∆を決めた時に、複数ある Γの中か
ら一つ（以上）を作り出す方法なのである。具体例として、図 11の 4つのダイマーは、全て同じトーリック
図を与えることが分かる。

物理的には、これは Seiberg duality[55]と呼ばれる現象として理解されており、これは、少なくともある
場合には、mutationに対応するものであることが知られている [56]ほか、tiltingといったものに対応する
[57, 58]ことが分かっている。また、ある場合には、Picard-Lefscetz変換に相当することも知られている。こ
れらの間の関係は、部分的には様々な仕事がなされているもの、未だはっきりとしていないと言っていいだ

ろう。
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図 11: これら 4つの 2色グラフ（から定まる関係付き箙 Γ）は、Kasteleyn行列を使ったアルゴリズムを使っ
て対応するトーリック図∆を計算すると、全て同じ∆を定める。赤の点線で囲まれた領域一つ分が、T2の

基本領域である。

5.4 a-maximization

以下では、ポテンシャルから定まる関係付き箙 Γ = (Q,W )が与えられた時に、そこから central charge a

を計算する方法を紹介しよう。

定義 5.11 (a-maximization[59]). ポテンシャルよって関係づけられた箙 Γ = (Q,W )が与えられたものと
しよう。Aの各元（つまり、各々の矢印）に対し、Rに値を持つ変数を用意し、それを x1, x2 . . . x|A|と書く

ことにしよう。このとき、以下の条件の下で、三次関数

a(x1, x2 . . . x|A|) =
9
32


2 |V |+ 3

∑

i=1,2...|A|
(xi − 1)3


 (5.8)

を最大化したときに、その最大値が central charge aである：

1. xi ≥ 0 17

2. W が (ain
, ain−1 , . . . ai1)という項を（0でない係数で）含むとき、

xin
+ xin−1 + . . . + xi1 = 2 (5.9)

3. 箙の任意の頂点 v ∈ V に対し、その頂点に入るかまたは、その頂点から出る全ての矢印の集合を A(v)
と書くことにしよう：

A(v) := {a ∈ A|s(a) = v or t(a) = v} (5.10)

このとき、課されるべき条件は、任意の v ∈ V に対し、

∑

a∈A(v)

(1− xa) = 2 (5.11)

17正確には、この領域に限定して考えればいいかは物理的に少々微妙な問題である。しかし、経験上 AdS/CFT対応に現れるような
箙ゲージ理論についてはここに与えた領域に制限していいことが知られているので、ここではこの条件を採用することにする。



24 山崎雅人

これらの定義や条件は非常に恣意的に思えるが、それぞれきちんとした物理的な背景があって、出てきた

ものである。以下の議論を理解するためには全く必要ないが、気になる読者のために、少しコメントしてお

こう。まず、aが 3次関数になっているのは、4次元ゲージ理論の三角アノマリー（triangular anomaly）の 3
に由来するものである。また、xi−1となっているのは、超場のスカラー成分とフェルミオン成分のR-charge
が 1ずれていることに由来するものである。また、2 |V |の部分は、xiの極大値を求めるのにはきかないが、

最終的に aの値を求めるときにはきく量であり、物理的にはゲージーノからの寄与になっている。

また、条件のうち二つめのもの（(5.9)式）は、ポテンシャルW の R-chargeが 2であるという条件であ
り、三つ目の条件（(5.11)式）は、v ∈ V に対応するゲージ群の β 関数が消えるという条件である。

また、aは central chargeと名前がついている。2次元の共形場理論の時には、central charge cと呼ばれ

る量が存在し、それをMorse関数とする gradient flowが繰り込み群の flowであるという著しい定理が存在
する（Zamolodchikovの c-定理 [60]）。しかし、4次元の共形場理論では、そのような定理は未だに証明され
ていないが、2次元の時の cに相当する量の候補は存在する [61]。それが、ここで aと書いたものである。

さて、具体的に幾つかの例で計算してみよう。

例 5.12 (T 1,1). まず、肩慣らしに、T 1,1 の場合を考えてみよう。この場合は、矢印が 4つ（a1, a2, b1, b2）

あったので、4つの変数を用意すればよい。それらを x1, x2, y1, y2としよう（xiは ai、yiは biに対応する変

数とする。）。この時、極大化すべき関数は、

a(x1, x2, x3, x4) =
9
32

[
2 · 1 + (x1 − 1)3 + (x2 − 1)3 + (y1 − 1)3 + (y2 − 1)3

]
(5.12)

である。条件は、まず、全ての iに対して xi ≥ 0であり、更に、ポテンシャルが (5.6)であったから、(5.9)
の条件から、ポテンシャル 5.6に二つの項があるので 2個の式がたつが、それは同じ条件で、

x1 + x2 + y1 + y2 = 2 (5.13)

最後の条件 (5.11)は、
(1− x1) + (1− x2) + (1− y1) + (1− y2) = 2 (5.14)

であるが、これは変形すれば (5.13)と同じである。よって、最終的に、xi, yi 達が満たすべき条件は、

xi ≥ 0, yi ≥ 0, x1 + x2 + y1 + y2 = 2 (5.15)

である。この極大化問題は簡単で、答えは

xi = yi =
1
2

(for all i) (5.16)

であり、その極値の値は、

a(x1, x2, y1, y2) =
9
32

[
2 · 1 + 4(

1
2
− 1)3

]
=

27
64

(5.17)

一方、既に求めた T 1,1 の体積から

π3

4
1

Vol(T 1,1)
=

π3

4
· 27
16π3

=
27
64

(5.18)

この二つの量は、一致しており、(4.1)式は T 1,1 の場合に正しいことが確かめられた。

例 5.13 (del Pezzo 2). この場合のポテンシャルW は、既に (5.7)式で求めていた。読者の便宜のためこ
こに繰り返しておこう：

W =− (a15, a54, a43, a32, a21) + (a15, b54, a43, a31) + (b15, a54, a42, a21)

− (b15, a53, a31) + (a53, a32, a25)− (b54, a42, a25)
(5.19)
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よって、ポテンシャルからくる条件 (5.9)は、

x15 + x54 + x43 + x32 + x21 = x15 + y54 + x43 + x31 = y15 + x54 + x42 + x21

= y15 + x53 + x31 = x53 + x32 + x25 = y54 + x42 + x25 = 2
(5.20)

但し、前と同様、矢印 aij 及び bi,j に対応する変数をそれぞれ xij 及び yi,j とした。

また、箙の頂点から来る条件 (5.11)は、頂点 1から 5まで順に書くと、

(1− x21) + (1− x31) + (1− x15) + (1− y15) = (1− x21) + (1− x25) + (1− x42) + (1− x32)

= (1− x31) + (1− x32) + (1− x43) + (1− x53) = (1− x43) + (1− x43) + (1− x54) + (1− y54)

= (1− x15) + (1− y15) + (1− x25) + (1− x53) + (1− x54) + (1− y54) = 2

(5.21)

これは、6 + 5 = 11個の式であるが、独立ではなく、

x32 := x, x25 := y, x21 = z, y15 = w, x43 = w − x, x54 = x31 = x + y − w,

y54 = x + z, x15 = x42 = 2− x− y − z, x54 = 2− x− y
(5.22)

のように解くことができて、その結果、

a =
9
32

[
5 + (x− 1)3 + (y − 1)3 + (z − 1)3 + (w − 1)3 + (w − x− 1)3

+2(x− y − w − 1)3 + (x + z − 1)3 + 2(1− x− y − z)3 + (1− x− y)3
] (5.23)

これを極大化すると、

x∗ =
1
2
(−5 +

√
33), y∗ =

1
4
(9−

√
33), w∗ =

1
16

(17−
√

33), z∗ =
2
16

(19− 3
√

33) (5.24)

であり、その時の aの値は、

a =
243
1024

(−59 + 11
√

33) (5.25)

aが分かると、(4.1)式を使って対応する佐々木多様体の体積を求めることができる。これは、

Vol(SdP2) =
π3

4
1
a

=
(59 + 11

√
33)π3

486
(5.26)

このようにして、SdP2 の体積が求まってしまった！

さて、ここまでやってきたことを振り返ってみよう。まず、トーリックデータが与えられると、そこから

対応する関係付き箙を得ることができる（§5.2）。次に、その関係付き箙のデータから、a-maximizationを
使って central charge aを計算することができる。最後に AdS/CFTの関係式 4.1を使うと、トーリック佐々
木・アインシュタイン多様体の体積が計算できることになる。つまり、これはトーリックデータだけからトー

リック佐々木・アインシュタイン多様体の体積が具体的に計算できるということを示しているのである！

トーリックデータが与えられれば基本的にすべてが決まるべきというトーリックの精神からいえば、これ

は自然なことに思えるが、これは決して自明な事実ではない。実際、ナイーブに考えると、体積を計算する

には具体的な計量の形が必要に思えるが、Calabi-Yau多様体の計量を求めることは、一般には非常に難しい
問題だからである！つまり、佐々木-Einstein計量を求めるには、計量の空間という無限次元の空間の上で変
分を取らなければならないはずだが、一方、(4.1)式を経由すると、高々三次関数の極大化という、有限次元
空間の上の問題で済んでしまうのである。つまり、佐々木-Einstein多様体の体積を、有限次元の変分問題に
よって求める、幾何学的な方法があることが強く示唆されるのである。

この問題に対する答えは、Martelli-Sparks-Yau[62, 4]によって肯定的に与えられた。つまり、具体的な計
量を求めずとも、トーリックデータだけから、有限次元空間の上での変分問題によって体積が求まることが

示されたのである。以下では、その手続き (Volume minimization, Z-minimiation)について述べていこうか
と思う。
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6 Volume Minimization (Z-minimization)

6.1 一般の場合

以下では、Martelli-Sparks-Yau[62, 4]の定式化に従う。1本目の論文はトーリックの場合、2本目の場合
はより一般に論じている。また、ここでは、任意の奇数次元の佐々木（-Einstein）多様体を考え、その次元
を 2n − 1と書くことにする。先に述べたように、箙との関係がはっきりしているのは n = 3のときである
が、volume minimization自体は任意の nで考えることができるので、ここでは nは任意である。

また、自己同型群 Aut(S)の極大可換部分群（maximal torus）を Tsとし、その Lie環を tsと書くことに

しよう。トーリックの場合は s = nであるが、ここでは当分の間 s < nの場合も含めて考えることにする。

また、irregularの時には、Reebベクトル場の軌道が閉じないので、s > 1であることが言えることにも注意
しておこう。

さて、佐々木-Einstein体積を求めるには、素朴には計量が求まらなければならないので、佐々木多様体の
上で Einstein計量を求めるにはどうしたらよいかを考えよう。一つの答えは、Einstein-Hilbert作用

SEH [g] =
∫

S

[R + 2(n− 1)(3− 2n)] dµ (6.1)

の変分をとればよい、ということである。実際、変分して得られる式は、Einstein計量であるという式

Ric = (2n− 2)g (6.2)

であり、これは計量錐を取ると Ricci平坦であるという式に他ならない。
次に、単純な計算（および、動径方向について変分をとること）により、実は、この Einstein-Hilbert作

用は佐々木多様体 S の体積に比例することが言えてしまう：

S[g] = 4(n− 1)Vol(S)[g] (6.3)

よって、問題は、Vol(S)[g]の極値を求める問題に帰着された。しかし、まだ計量という無限次元の空間の変
分問題を解かなければいけないように見える。ところが、次の定理より、問題は、a-maximizationのほうで
そうであったように、有限次元の問題に帰着されてしまうのである：

命題 6.1. Vol(S)[g]は、Reebベクトル場 ξのみにより、transverse Kähler structureの変形に依らない。

これは、驚くべき事であるが、Kähler-Einsteinの場合に、体積が Kähler類にしか依らないという類似の
事実が知られており、また証明も同じような方法を用いる。

こうして、関数

Vol : R(C(S)) → R+ (6.4)

の変分問題という有限次元の問題に帰着されたことになる。ただし、ここでR(C(S))と書いた定義域が問題
であるが、これは次のように定義される：

R(C(S)) = {ξ ∈ ts |C(S) にある計量が存在し、

Ts はその計量に Hamiltonian作用をし、

ξ は、その計量に対応する Reebベクトル場になっている。}
(6.5)

である。ここで、ξ ∈ tsはTsの作用がReeb型（Reeb type)であることを保証するための条件である（[63]）。
さて、関数 Volの変分を計算すると、その結果は次の通りである：

命題 6.2.

dVol(Y ) = −n

∫

S

η(Y )dµ (6.6)

d2Vol(Y, Z) = n(n + 1)
∫

S

η(Y )η(Z)dµ (6.7)

(6.8)
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ただし、ここでY, Zは tsの正則Killingベクトル場であり、ηは佐々木計量の接触 1形式、dµはRiemannian
measureである。
このうち、第 1式の右辺は、Kähler-Eintein計量の存在への障害である二木不変量 [64, 65]と（係数を除

いて）一致することが示される。つまり、体積を最小化するということは、特にその 1次変分がゼロになっ
ているということであり、それは、Kähler-Einsteinの存在への障害である二木不変量をゼロにしていること
に他ならないのである！

また、第 2式より、Volが凸関数であることがわかり、特に臨界点の一意性が言えることになる。
このように、Reebベクトル場の関数としてのVolを変分する手続きをVolume minimization（Z-minimization）
と呼んでいる。Z-minimizationという名前は、Martelli-Sparks-Yauの 1本目の論文で、後から定義する量
（体積の定数倍）を Z と書いたことに由来しており、恐らく a-maximizationに対応させようとネーミングし
たものと思われる。

次に、体積 Vol(S)を、局所化を使って計算する方法について述べることにしよう。そのために、体積を

Vol(S) =
1

2n−1(n− 1)!

∫

C(S)

e−r2/2 ωn

n!
(6.9)

と書いておこう。

すると、実は（ここまでで説明してこなかったが）r2/2は Reebベクトル場の Hamilton関数であること
が知られているので、それをH と書くことにすると、(6.9)式は、

Vol(S) =
1

2n−1(n− 1)!

∫

C(S)

e−Heω (6.10)

となる。この式の右辺は、Duistermaat-Heckmanの公式 [66]に現れる式である！よって、この公式をつ
かって、体積を局所化を使ってあらわすことができる。

ただし、ここで少し微妙な点がある。つまり、Reebベクトル場は r > 0では固定点を持たないので、す
べての寄与は、r = 0から来ることになる。よって、形式的にDuistermaat-Heckmanの式を適用するために
は、r = 0にある特異点を（部分的に）解消して公式を適用してから、特異点を解消した多様体が特異点を
もつようになる極限を考えるということが必要になる。この部分は特に数学的に微妙であり、完全に正当化

されているかどうか筆者には定かでない（が、正当化されるというのがMartelli達の主張である。）。

定理 6.3 (Martelli-Sparks-Yau).

Vol(g)
Vol(S2n−1)

=
∑

{F}

1
dF

∫

F

R∏
m=1

1
〈ξ, um〉nm


∑

a≥0

ca(Em)
〈ξ, um〉a



−1

(6.11)

但し、

• {F}は固定点集合の連結成分

• 各連結成分 F に対し、その normal bundle E への Tsの作用は重み u1, . . . , uR ∈ t∗s によって決定され、

それに対応して E は E = ⊕R
m=1Em と分解する。

• ca(Em)は Em の Chern類

• Duistermaat-Heckmanを適用するときに、一般には C(S)の partial resolutionを取って考えるので、
E のファイバーには一般に orbifold特異点を持ち、Cl/Γの形になっている。このとき、dF = |Γ|と書
いた。
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また、式 (6.3)の右辺の um や ca(Em)などが有理数であることに注意すると、次の系が導かれる：

系 6.4. 2n− 1次元佐々木-Einstein多様体に対し、
Vol(S)

Vol(S2n−1)
は代数的数である。

さらに、単に代数的数であるのみならず、後からZ-minimizationの具体例で見るように、この数の degreeは
それほど大きくない。この代数的数の degreeを deg(S)と書くことにしよう。また、佐々木多様体 Sに対して、

Reebベクトル場の軌道の閉包の次元を rank(S)と書くことにしよう。deg(S)について、Martelli-Sparks-Yau
は、次のような予想も提出している：

予想 6.5 (Martelli-Sparks-Yau[4]).

deg(S) = (n− 1)rank(L)−1 (6.12)

例えば、これまで考えてきたような T 1,1や Y p,q の場合には、rank(L) = 2（§6.2の具体例を見よ）、n = 3
であるから、この式は、確かに deg(S) = 2を与える。

6.2 トーリックの場合

次に、今度はトーリックという条件を課してどうなるかを考えることにしよう。まずこの時に、R(C(S))
が C であることが次のようにして分かる。

命題 6.6 ([62]). C(S)の Kähler計量の空間は、

Cint ×H1(C∗) (6.13)

で与えられる。ただし、ここで Reebベクトル場が動く範囲で、Cintは Cの内部を表す。また、H1(C∗)は C∗
上滑らかな次数 1の同次関数の全体である。

より具体的に書くために、C(S)が C∗ = µ(C(S))上の Tn-ファイブレーションになっていることを思い出
し（§2.4）、そのシンプレクティック座標を (y1, . . . yn, φ1, . . . , φn)とする（(y1, . . . yn)は C∗ = µ(C(S))の座
標、φ1, . . . , φn)は Tnの座標。）。このとき、Kählerポテンシャルを Legendre変換して得られるシンプレク
ティックポテンシャルと呼ばれる量 Gが、

G = Gcan + Gξ(y) + h(y) (6.14)

によって書かれる。ここで、Gcan は、Guilleminが求めた [67]標準的なシンプレクティックポテンシャル

Gcan(y) =
1
2

d∑
a=1

〈y, va〉 log〈y, va〉 (6.15)

であり、Gξ は Reebベクトル場 ξによって決まる部分で、

Gξ(y) = 〈ξ, y〉 log〈ξ, y〉 − 1
2

(
d∑

a=1

〈y, va〉
)

log

(
d∑

a=1

〈y, va〉
)

(6.16)

である。また、h(y)は C の境界まで含めて滑らかな関数である。このようにしてシンプレクティックポテン
シャルが求まると、計量は、

g = Gijdyidyj + Gijdφidφj (6.17)
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のように求まる。但し、Gij = ∂2G
∂yi∂yj で、Gij はその行列としての逆である。

また、(6.14)式から、det(Gij)を計算すると、それが次のような特異性を持つことが分かる：

det(Gij) = f(y)
∏
a

1
〈y, va〉 (6.18)

但し、f(y)は滑らかな関数である。実は、Abreuによって示された（[68]、定理 2．8)ように、これは対応
する Kähler計量が滑らかになる条件になっている。
ちなみに、このG(y)はMonge-Ampère方程式を満たす。この方程式は、非線形であるので、解を具体的
に求めることは非常に難しい。実際、La,b,c の時に知られている計量を積分してシンプレクティックポテン

シャルを求めてみると、かなり複雑な形をしていている [69]。
さて、この定理より、ξを Cintから任意に取ってくれば、常に対応する計量が存在することが分かる。よっ

て、R(C(S)) = Cint であり、これを定義域とする関数 Volを考えることになる。Reebベクトル場を

ξ =
n∑

i=1

bi
∂

∂φi
(6.19)

と書いたとき、Volを具体的に表すことができ18、その結果は、

命題 6.7. トーリックの時に、

Vol[b] = V [b1 = n, b2, . . . , bn] =
(2π)n

24

d∑
a=1

(va−1, va, va+1)
(b, va−1, va)(b, va, va+1)

(6.20)

但し、vaと書いたのは、扇を指定する Cの生成元であり、トーリック図上反時計回りに順番付けられてい
るものとした。また、実は、この関数は b1 については簡単に最小化でき、その結果が b1 = nになることが

知られている。ここに書いたのは、既に b1 = nとおいた後の表式である。

Martelli-Sparks-Yauでは、

Z[b] ≡ 1
4(n− 1)(2π)n

SEH =
1

(2π)n
Vol[b] =

1
24

d∑
a=1

(va−1, va, va+1)
(b, va−1, va)(b, va, va+1)

(6.21)

を Z と書いた。ここで、この量 Vol[b]または Z[b]を b = (n, b2, . . . , bn)を Cint上を動かして最小値を求める

のが Volume-minimizationである。
さて、具体例を挙げておこう。

例 6.8 (conifold). まず、conifoldの時は、図 1から分かるように、

v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 0, 1), v3 = (1, 0, 0), v4 = (1, 1, 0) (6.22)

よって、Reebベクトル場を b = (x, y, t)とすると、

Z[x, y, t] =
(x− 2)x

8yt(x− t)(x− y)
(6.23)

これを最小化して、

bmin = (3,
3
2
,
3
2
) (6.24)

但し、x = 3になるのは一般論から言えるが、この計算では残してみた。次の例でも同様である。

Vol(T 1,1) =
16π3

27
(6.25)

18この式は、トーリックの場合には、体積を具体的にトーリックデータから書き表せることに由来するものである。先程の (6.3) を
トーリックの場合に用いた結果とは一見異なるように見えるが、実は非自明な関係によって一致することが確かめられる。
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例 6.9 (del Pezzo 2). 次に、del Pezzo 2上の場合の佐々木-Einstein多様体の体積を考えることにしよう。
トーリック図を指定するベクトルは、たとえば、

v1 = (1, 0, 0), v2 = (1, 0, 1), v3 = (1, 1, 2), v4 = (1, 2, 1), v5 = (1, 1, 0) (6.26)

であるから、

Z[x, y, t] =
(x− 2)(−t2 + 2t(x + y) + (3x− y)(x + y))

8yt(t− x− y)(t + x− y)(t− 3x + y)
(6.27)

これを極小化すると、

bmin = (3,
9
16

(−1 +
√

33),
9
16

(−1 +
√

33)) (6.28)

これより、

Vol(SdP2) =
(59 + 11

√
33)π3

486
(6.29)

である、これは、以前に AdS/CFTの関係式 4.1から「導出」した体積 (5.26)式と確かに一致している！

6.3 同変指数との関係

以下では、佐々木-Einstein多様体 S の体積が、その計量錐 C(S)の Cauchy-Riemann作用素の同変指数
と関係していることを述べよう。この部分は、非トーリックの場合でも通用する議論である。

C(S)上の Cauchy-Riemann作用素 ∂ を考え、そこから楕円型複体

0 → Ω0,0(C(S)) → Ω0,1(C(S)) → . . . → Ω0,n(C(S)) → 0 (6.30)

を考える。この複体のコホモロジーをHp := H0,p(C(S),C)と書くことにしよう。このとき、H0は、コンパ

クトな場合と異なり、無限次元の空間になっている。

さて、Tr の作用は、∂ と交換する。従って、Tr のH0 への作用が誘導される。そこで、q ∈ Tr に対する

同変指数は、

L(q, C(S)) =
n∑

p=1

(−1)pTr{q|Hp(C(S))} (6.31)

によって定義される19。本当は収束性が微妙であるが、ここでは議論しないことにする。

同変指数定理 [70]より、

C(q, W ) =
∑

{F}

∫

F

Todd(F )∏R
λ=1

∏
j(1− quλe−xj )

(6.32)

となる。但し、F, Eλ, uλ 等の記号は (6.3)式と同じであり、xj は、splitting principleを使って Eλ → F を

Eλ = ⊕nλ
j=1Lj (6.33)

のように分解したときの第 1Chern類である：

xj = c1(Lj) (6.34)

(6.3)式と (6.32)式を比べると、似たような式になっていることが分かるだろう。実際、C(q, C(S))と体
積 Vol(S)とは、次のように関係していることが分かる：

V (b) = limt→0t
nL(exp(−tb), C(S)) (6.35)

19Lefshetz 数の意味で L と書いた。
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つまり、C(q, C(S))は q → 1の極限で発散するが、その発散の漸近部分から、Vol(S)がもとめられるので
あり、その意味で C(q, C(S))は Vol(S)よりもより多くの情報を持っていると言える。C(q, C(S))は、正則
関数の数え上げを行っており、トーリックの場合には、それは C の格子点と 1対 1に対応することがよく知
られている [5]。物理的には、C(q, C(S))はmesonic opeartorの数え上げに関連しており、最近、Plethystic
と呼ばれる組み合わせ論的手法を用いてその数えあげの問題が議論されている [71, 72, 73]。

7 a-maximizationはvolume minimizationである

7.1 5次元トーリック佐々木-Einstein多様体の場合

さて、元に戻って、4.1式がどうなっているのか調べよう。以下では、トーリックに話を限定する。まず、
a-maximzationは、変数を矢印の数ほど用意して、そのうえで (5.9)式や (5.11)式などの条件を課すのであっ
た。よって、独立な変数の数は、具体例を見れば分かるように矢印の数よりも少なくなる。それでは、一般

のトーリック図から得られる箙の場合に、独立な変数はいくつで、他の変数をどのように取れば (5.9)式や
(5.11)式などの条件を満たすようにとれるのだろうか、またそのときに関数 aはどのような形になるかを予

想することが必要になる。幾つかの仮定のもとで、Buttiと Zaffaroniは、この問題に一定の解答を与えた：

予想 7.1 (Butti-Zaffaroni[74], Benvenuti-Pando Zayas-立川,[75],Lee-Rey[76]). ”minimal”なquiver
に対しては、a-maximizationは、

aBZ[φ1, φ2, . . . , φd] =
9
32

d∑

i,j,k=1,i<j<k

φiφjφk |det(vi, vj , vk)| (7.1)

を ∑
φi = 2, φi ≥ 0 (7.2)

のもとで極大化する問題に帰着する。

ここで、dというのは、§2.4の時に定義したように、扇の生成元 va達の数のことである。つまり、トーリッ

ク図の境界上の格子点の数と言い換えても良い。また、”minimal”な quiverとは、恐らくあるトーリック図
に対応する箙（§5.3で述べたように、このような箙は一般には複数存在する）のうち、矢印の数が最小になる
ものを想定しているが、その正確な定義は与えられていない。ともかく、トーリック図が与えられれば、そ

れに対してある意味標準的な箙を作ることができ、その形を予想する。この場合に、(5.9)式や (5.11)式など
の条件をどう解けば良いかがわかるので、そこから aを計算すると aBZ になったというわけである。

この予想を信じると、問題は aBZ という三次関数の最大化の問題に帰着するので、それを調べればよく、

その臨界点の存在と一意性が次の定理で示された：

定理 7.2 ([77]). aBZ は上の条件 (7.2)のもとでただ一つの臨界点を持ち、それは最大値である。

証明には、aBZが zonotopeと呼ばれる凸体の体積であることと、凸体の体積についてのBrunn-Minkowski
不等式を用いる。

さて、以上の予想のもとで、いよいよ a-maximizationと Z-minimizationの等価性が示される：

定理 7.3 (Butti-Zaffaroni[74]).

aMSY(b2, b3) :=
π3

4
1

Vol(S)
(7.3)

とし、また

fi(b2, b3) :=
2li(b2, b3)∑

i li(b2, b3)
(7.4)
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但し

li(b2, b3) =
(va−1, va, va+1)

(u, va−1, va)(u, va, va+1)
(7.5)

(v1, v2, v3) := det(v1v2v3) (7.6)

u := (1,
x

3
,
y

3
) (7.7)

する。この時、

aMSY(b2, b3) := aBZ(φ1, φ2, . . . , φd) |φi=fi(b2,b3)
(7.8)

証明は、基本的に、具体的な計算による。後に [76]によって簡単化された証明のほうが読みやすいかもし
れない。

この定理の意味するところは、最大化問題や最小化問題をやる前から、a-maximizationと Z-minimization
では、（反比例の関係にあるだけで）同じ極大・極小化問題を考えているということが言えてしまうことで

ある。

ただし、変数変換 φi = fi(b2, b3) の本当の意味はあまり明らかにされていないうえに、変数の数は a-
maximizationでは少なくとも d個であるが、Z-minimizationのほうは 3個（あるいは b1をすでに決めたと

思えば 2個であり、異なっていることに注意が必要である20。

なお、ここまではトーリックの場合について述べてきたが、non-toricの場合に、(4.1)式を確かめること
は、興味深い問題である。先に紹介した 2色グラフを用いる方法は、（少なくとも現時点では）トーリック
という条件に強く依存しており、non-toricの場合に一般化するのは全く容易ではなく、non-toricの場合に
は（toricの orbifoldの場合を除いて）解析は余り進んでいない。しかし、non-toricでも例えば del Pezzo 曲
面（dPk, (k = 4, 5, . . . , 8)の場合には、exceptional collectionをから箙を書き下すことができる。また、トー
リックに対応する関係付き箙から、箙 QをそのままにしてポテンシャルW だけを変化させて得られるよう

な non-toricの場合については（例えば dP4はその例である。P2の 4点爆発で genericでない点を選ぶと、4
点爆発でもトーリックなものを作れるが、それからポテンシャルだけいじると普通の generic pointで爆発し
た dP4 がつくれることが知られている。）[78]で議論されており、(4.1)式が成り立つことが示されている。
また、この定理では、(4.1)式を示すという問題が完全に解決されたわけではないことに注意したい。もち
ろん、予想 7.1を正確に示すこと等の問題もあるが、その他にも、たとえば、次のような問題がある：

予想 7.4. S に「対応する」箙が、Γ1 と Γ2 の二つあったとする。このとき、

a(Γ1) = a(Γ2) (7.9)

ただし、ここで、ΓがSに「対応する」とは、幾つかの定式化が考えられる。§5.3で少し触れたようなKasteleyn
行列を使った定式化でもいいし、或いは §8で述べるような C(S)と Γとの対応をさすことにしてもよい。

7.2 7次元の佐々木多様体の場合

さて、ここまでは、ほとんど全て 5次元の佐々木-Einstein多様体の場合を議論してきた。しかし、前にも
少し述べたように、AdS/CFT対応は、他の次元でも存在すると信じられている。そこで、ここでは、7次
元の佐々木-Einstein多様体の場合に、話がどう変わるのかについてごく簡単にコメントしておこう。

予想 7.5 (AdS/CFT対応（7次元の佐々木-Einstein多様体の場合）). S を 7次元の佐々木-Einstein多
様体とし、AdS4 を 4次元の反ド・ジッター空間とする。このとき、AdS4 × S 上のM理論（あるいは、そ
の低エネルギーでの有効理論である 11次元超重力理論と、3次元の何らかの理論とは等価である。

20d個と 3個の差 d−3個というのは、実は物理では baryonic symmetryと呼ばれるものに対応しており、数学的には佐々木-Einstein
多様体の 3 次のコホモロジーの次元に対応している。
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これがまず、前に紹介した AdS/CFT対応と違うのは、Type IIB弦理論の代わりに、M理論になってし
まったというところである。M理論は難しいので、この予想を確かめるのはこれまでやってきた 5次元の佐々
木-Einstein多様体の場合よりもずっと難しいのである！
ただ、一方で、これまで議論してきたVolume minimizationは次元を問わないので、7次元にも存在してい
る。また、7次元だと、coneを取ったときに hyperKählerになるという条件を考えることができるので、その
意味ではより rigidな構造を考えることができ、得られる幾何的情報は多いとも考える。また、この場合にも、
例えば S がトーリックの場合にはダイマーによる記述が可能であるという提唱もなされている [79, 80, 81]
他、S が tri-Sasaki多様体の場合に AdS/CFT対応を議論した論文もある。7次元の佐々木については、例
えば [82, 83]などを見よ。

8 Calabi-Yau coneと箙との対応

さて、ここまでは、トーリック佐々木-Einstein多様体と箙の対応については、もっぱら (4.1)式を用いて
きた。つまり、佐々木-Einstein多様体 S と、関係付き箙 Γが対応するとは、

a(Γ) =
π3

4
1

Vol(S)
(8.1)

が成り立つこととしたのである。実は、佐々木のことは忘れて、その計量錐の Calabi-Yau C(S)のことのみ
を考えるのならば、C(S)（あるいはそれを指定するトーリック図 ∆）と Γとの対応は、他にも幾つかの方
法で数学的に定式化できる。なお、以下ではトーリック Calabi-Yau C(S)のことをX と書くことにしよう。

また、また、複素三次元の多様体X は、複素 2次元のトーリック Fano多様体 Y（より正確にはトーリック

Fano stack）上の標準束になっていることに注意する。

8.1 導来圏による定式化

まず、最初の定式化は、X の連接層の導来圏Db(coh X)と、Γの道の代数 CΓの有限生成加群のなす導来
圏Db(modCΓ)とが等しいというものである：

Db coh X = Db modCΓ (8.2)

また、トーリック Fanoの言葉でこれを述べることもできる。そのために、向きづけられた部分箙（directed
subquiver）を定義しよう。

定義 8.1. 箙 Q = (V, A, s, t)の頂点の集合 V に定められた順序 <に対し、向きづけられた部分箙 Q→ と

は、Qから、s(a) > t(a)を満たす全ての矢印 a ∈ Aを取り除いてできる箙のことである。この時、CQ→は

CQの部分代数であり、CQの両側イデアル I から CQ→ の両側イデアル I→ = I ∩ CQ→ が誘導される。

Γ = (Q, I)に対し、Γ→ が (Q→, I→)で定義される。

このとき、主張は、

Db coh Y = Db modCΓ→ (8.3)

読者の中には、どのような順序<を取るのかが気になる方がおられるだろう。実は、2色グラフ上に perfect
matchingと呼ばれる概念が存在し、perfect matchingの各々に対して、その perfect matchingに対応する
辺を箙から除くことで向きづけられた部分箙が得られるのである。また、そのとき、<の取り方に依らず、

Db modCΓ→ が導来同値であることが予想される。（このあたりの事情については、具体例による計算及び
予想の提唱に関して [84]を、またトーリック del Pezzo曲面の場合の定式化に関しては [41]の Theorem 1を
見よ。）
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8.2 箙ゲージ理論の真空のモジュライによる定式化

また、別の定式化として、箙 Γから作った「箙ゲージ理論」の真空のモジュライMvac(Γ)が、Calabi-YauX

と一致するべきだというものがある。

Mvac = X (8.4)

「箙ゲージ理論」あるいはその真空のモジュライを数学的に定式化することは、著者の知る限りなされていな

い。Mvac がどのようなものであるのかを、説明しよう。

定義 8.2. 箙 Γ = (Q,W )が与えら得たとする。このとき、各 a ∈ Aに対して数 xa ∈ Cを用意する。ここ
で、xa達のなす空間を、次の関係式達によって生成されるイデアルで割ってできたものがMvac(Γ)である：

1. （F-term条件）

道 p = (an, an−1 . . . a1)に、
∑n

i=1 xai
を対応させる写像を F と書くことにする。この写像は、線形に

拡張することによって、F : CQ → Cに拡張できる。このとき、I =
(

∂W
∂a

)
a∈A
の任意の元に対し、そ

の F による像
F(I) (8.5)

が F-term条件の生成元である。

2. （D-term条件）任意の v ∈ V に対し、

∑

a:s(a)=v

|xa|2 −
∑

a:t(a)=v

|xa|2 (8.6)

これが D-term条件の生成元である21。

こうして得られた空間を、更に次のトーラス作用（ゲージ変換）で商を取る：

（ゲージ変換）各 v ∈ V に対し、

xa → xa × exp(iθvQv
a) (8.8)

但し、ここで、Qv
a は、

Qv
a =





1 (t(a) = v)

−1 (s(a) = v)

0 (その他)

(8.9)

で定義される行列である。

物理的に（おそらく）期待されるのが次の予想である：

予想 8.3. ∆を格子多角形とし、∆を最高次元の錐として持つような扇から作ったトーリック Calabi-Yau多
様体をX とする。そこから Hanany-Veghのアルゴリズムで作った関係付き箙を Γとする。Γから作られる
多様体Mvac は、X に一致する。

この定義をみて、何か似たようなものを見たことがあると感じられるかたもいるだろう。そう、箙多様体

の定義は、これとほとんど同じようなものになっていた。主としてその場合考えていたのは、Calabi-Yauと
いうよりも K3的な場合であり、Calabi-Yauとして C×C2/Γがあったときである。この場合、対応する箙

21正確には、D-term 条件は、Fayet-Illiopoulos パラメーターと呼ばれるパラメーター ζv を用意して、
X

a:s(a)=v

|xa|2 −
X

a:t(a)=v

|xa|2 − ζv (8.7)

のように書くべきである。この ζv は、次のコニフォールドの例で考えてみれば分かるように、数学的には flop のパラメーターに対応
している。
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は、Γから表現論的に定まるMcKay箙になっており、その箙から定まるN = 2箙ゲージ理論の真空のモジュ
ライが、対応するALE空間になっており [85]、それは数学的にはKronheimerによる構成 [86]に対応してい
たのである。その場合は、ここでD-term条件と F-term条件と呼ぶものが、hyperKähler運動量写像の 3つ
組（D-term条件は実の条件、F-term条件は複素の条件なので全部で実三個分の条件である）になっていた
のであった。

このストーリーの場合には、対応する箙ゲージ理論は、N = 2の箙ゲージ理論であったが、それが本稿で
考えているN = 1の箙ゲージ理論の場合が大きく異なるのは、D-term条件と F-term条件は、三つ組みの関
係にあるのではなく、別のものになっているということである。N = 1の超対称ゲージ理論では、有向グラ
フQを決めただけでは理論は決まらず、それに更にポテンシャルW の情報を含めた関係付き箙 Γ = (Q,W )
を決めたときに初めて理論、更には真空のモジュライが決まるのである。その意味で、本稿のようなN = 1
箙ゲージ理論の真空のモジュライの定式化のためには、ポテンシャルに対応する部分、あるいは F-term条
件に対応する部分を新たに定式化に加えてやる必要があり、従って、ここで述べたMvacは、箙多様体のあ

る意味での一般化になっているべきものである。従って、その意味で、上の予想は、「ポテンシャル」あるい

は箙の関係というものを考えたときに、箙多様体に対応するものがどう一般化されるか考えよ、という問題

を提起していると見ることもできる。

さて、この予想が本当に正しいかどうか具体例を使ってみてみよう。

例 8.4 (コニフォールド22). コニフォールドの場合は、そのポテンシャル 5.6を微分することにより、F-term
条件は、

y1x2y2 = y2x2y1, y1x1y2 = y2x1y1, x1y2x2 = x2y2x1, x1y1x2 = x2y1x1 (8.10)

と求まる。今、xi、yiはただの数であるので、これらの条件は全て自明に満たされている。一方、D-term条
件は、

|A1|2 + |A2|2 − |B1|2 − |B2|2 = 0 (8.11)

であり、さらにこれを

A1,2 → eiαA1,2, B1,2 → e−iαB1,2 (8.12)

なるゲージ変換で割ると、欲しい真空のモジュライMvacが得られる。これがコニフォールドであることは

次のようにして分かる。

コニフォールドの式 (3.1)は、適当に線形変換すると、4つの複素変数 wi(i = 1, 2, 3, 4)を用いて、

w1w2 = w3w4 (8.13)

と書き表すことができる。この方程式は、

w1 = A1B1, w2 = A2B2, w3 = A1B2, w4 = A2B1 (8.14)

と置くと解くことができる。但し、Ai、Bi が λ ∈ C∗ により

Ak → λAk, Bl → λ−1Bl, k, l = 1, 2 (8.15)

と変換しても、ziは変わらないので、λの分は余分な自由度である。λの絶対値部分を適当に選ぶことにより、

|A1|2 + |A2|2 − |B1|2 − |B2|2 = 0 (8.16)

と選ぶことができる。残る自由度は、λの偏角部分のみであり、実数 αにより

Ak → eiαAk, Bl → e−iαBl, k, l = 1, 2 (8.17)

な U(1)で 8.16式を割るとコニフォールドになる。これは、先程真空のモジュライとして我々が得た式に他
ならない。

22なお、ここでは、Γから対応する conifoldが出てくることを示したが、歴史的には逆で、むしろ conifoldに対応するゲージ理論を
探すため、コニフォールドの式を D-term 条件の形に書き、そこから箙ゲージ理論に対応するということが提唱されたのである [87]。
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さて、コニフォールドの場合は、F-term条件の部分が自明になってしまったので、ある意味余り面白くな
かった。そこで、もう少し非自明な例が本質的である。例えば、C3/Z2 × Z2の場合は [88]の §2に詳しく書
かれている。この場合は、F-term条件を一旦解き、その後で変数を再度増やして F-term条件をシンプレク
ティック商の形に書き直すという操作必要であり、一般の関係付き箙に対して、その方法が、[88]で与えられ
ている。

さて、ここまでは、xa は単に複素数と思っていた。しかし、物理では、それは「場」、あるいはその表現

に対応するものであるから、ゲージ群として U(N)あるいは SU(N)を考えているとすると、N ×N の行列

と思うのが自然である。そこで、先程の定義を少しだけ修正して、次のようにしよう。

定義 8.5. 先程のMvac の定義において、xa を複素数ではなく、複素係数の N ×N 行列であるとし、他は

全く同じとして同様に定義したものをMvac,N (Γ)とする。

この時、次の問題が考えられる：

問題 8.6. ∆を格子多角形とし、∆を最高次元の錐として持つような扇から作ったトーリック Calabi-Yau多
様体をX とする。そこから Hanany-Veghのアルゴリズムで作った関係付き箙を Γとする。Γから作られる
多様体Mvac,N（の特異点を適当に解消したもの）は何であって、どのような性質を持つか？X のN 次の対

称積でいいか？Fayet-Illipoulosパラメーターを入れたときにはどうか？

ここのセクションで述べたことは、数学的には全く未整備であるが、物理的には箙ゲージ理論の真空のモ

ジュライを考えるのは自然であり、そこに何らかの数学的構造が潜んでいる可能性はあるのではないかと思

われる。

9 最後に

冒頭でも述べたように、佐々木 (-Einstein)多様体の幾何学は、近年その意義が真剣に見直されるように
なったものであり、例えば Kähler-Einsteinの幾何学と比べても、またまだやるべきことが数多く残されて
いるということができるように思う。また、物理からのインプットは、時に数学にとって重要であると同時

に、逆に佐々木-Einstein多様体の幾何学の理解が物理に関しても多くの知見をもたらすこともあり、相互の
理解が重要であるといえよう。

ただし、佐々木-Einstein多様体の登場するAdS/CFT対応のうち、数学になっている（より正確には、な
りつつある）のは、例えば (4.1)式のような一番粗い情報の部分だけであることに注意したい。しかも、今
回の場合は、AdS/CFT対応と a-maximizationから導かれた volume minimizationという考えは、歴史的に
はともかく、ひとたび気づいてしまえば数学的にはごく自然なことになっており、その意味では、物理の知

識がもっとも深い部分で数学に活用されたとは言えない。より深い理解に到達するためには、弦理論および

AdS/CFT対応の数学的理解の為の努力が不可欠であり、ここで述べたことは、そのためのほんの第 1歩に
しか過ぎない。

また、同時に、幾何の側に知られている様々な概念のなかには、箙側での解釈がはっきりしないものが数

多くなる。それらの「箙的」意味について考えることは、興味深い問題である。そこで、最後に一つの問題

を提起して本稿を終わりにしよう。

Kähler-Einstein計量の存在については、

予想 9.1 (Yau?[89]). Fano多様体 V が Kähler-Einstein計量を持つための必要十分条件は、それが幾何学
的不変式論の意味で安定であることである。

という予想が知られており、Hermite-Einsteinの時の Hitchin-小林対応の類似であると考えられている。
Donaldsonや Tianをはじめとしていろいろ研究はなされているようであるが、この予想は未だ未解決であ
る。そこで、問題は、次の通りである：
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問題 9.2. 上述の予想を、佐々木-Einsteinの場合に定式化し、その証明を与えよ。さらに、安定性の箙側で
の対応物を見いだし、それを数学的に定式化せよ。

10 参考文献

本稿執筆に当たっては、数多くの文献を参照させていただいた。最後に、本文中で既に述べたものも含め

て、文献を少し挙げておこう。

まず、佐々木多様体の幾何学については、間もなく発売される予定の Boyerと Galicki による著書 [90]が
参考になるはずである。

また、Martelliと Sparksによる解説 [91]は、この分野の先駆者による、主に Y p,q を中心とした解説であ

る。また、より最近のものとして、Sparksによる解説 [22]は、数学者向けに手短に内容をまとめてある。佐々
木-Einsteinと密接に関連した Kähler-Einsteinの幾何学については、[92]が日本語で読めて良い。
また、また、Hanany-Veghとのアルゴリズム及びアメーバ、コアメーバについては、著者自身による解説

[46]、[93]及び、植田氏によるより詳細な解説 [45]、[94]や [95]が参考になるだろう。ダイマー模型について
は、高崎氏による解説 [54]が読みやすい。また、[96]は、物理の観点から関連した内容をまとめた読みやす
いレビューである。
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