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場の理論の分解学
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1. 場の理論全体を理解する

本稿が話題にしたいのは場の理論である．場の

理論というのは量子力学を無限の自由度にしたも

のである．その適用範囲は広大であり，素粒子レ

ベルのミクロな構造から宇宙そのものまで，対象

とするスケールも様々である．物理学手法によっ

て世界を理解する為の最も基本的なパラダイムの

一つであるといっても過言ではない．

それでは，我々は一体どの程度場の理論を理解

していると言えるのだろうか？

普通，場の理論を理解するという時意味される

のはある特定の理論を理解することである．例え

ば，φ4理論であるとか，量子電磁力学などはその

例である．しかし，ここで提起したいのはもっと

メタな問題である．場の理論そのもののなす空間

を考えたときに，その空間のうち我々の既に理解

している部分はどれほどだろうか？もう既にほと

んどの場の理論が見つかっているのか，それとも

まだ未知の場の理論の方が多いのか？また，場の

理論の間にどのような関係があり，場の理論の全

体は何か構造を持つのだろうか？

これらの問題に完全な解答を与えることは極め

て難しい問題であるし（最近の試みとして 1)を参

照），そもそも場の理論を「分類」するというとき

にそれが正確に何を意味するかが問題になる．現

在場の理論を数学的に完全に厳密に定式化するこ

とはなされていないので，問題自体厳密に定式化

されているわけでもない．しかし，完全な分類は

現在の知識ではできないにしても，特定のクラス

の場の理論に制限することで何か分かることはな

いだろうか？

理論のクラスを制限する良い方法は，次元を下

げて自由度を減らしたり，あるいは超対称性のよ

うに高い対称性を課したりすることである．例え

ば，２次元の固定点を記述する共形場理論におい

ては，中心荷電と呼ばれている量が 1以下の時に

分類が知られている．また，４次元のゲージ理論

でも，超対称性が一番高い場合にはその分類がな

されていると考えられている．しかし，ここで問

題にしたいのはより一般の３，４次元超対称ゲー

ジ理論である．これらの理論は超対称性によって

制限があるものの制限が分類そのものを与えるほ

ど強くもない．

物理学の勉強をした読者の中には，問題の答え

は既に教科書にあると考える読者もいるだろう．解

析力学の教科書を開くと，そこではいつもラグラ

ンジアンやハミルトニアンから話は始まるし，場

の理論の教科書（の大多数）でもそれに変わりは

ない．つまり，物理学というのは現象を記述する

適切なラグランジアン・ハミルトニアンを探して

くるのが最大の問題であって，それさえわかれば

あとは機械的な手続きに従ってそこから出てくる

数学（例えば微分方程式）を解けばいいのである．

では，場の理論のラグランジアンはどんなデー

タによって指定されるのだろうか？例として場の
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理論の教科書によく登場する φ4 理論を考えよう

（φはスカラー場）．この場合ラグランジアンは

L =
1

2
∂µφ

µ∂φ+
m2

2
φ2 +

λ

4!
φ4 (1)

である．ただし，φ → −φという対称性を課すこ

とにしたので例えば φ3の項はない．この対称性の

もとではラグランジアンに例えば λ2nφ
2n(n ≥ 3)

という項を足すことは許されるので，この理論は

無限個のパラメーターを持つようにみえる．しか

し，繰り込み群を考えると状況は変わる．エネル

ギースケールを変えると，ラグランジアンのパラ

メーターはそのエネルギースケールに応じて変化

するが，λ2n はエネルギースケールを下げていく

と小さくなっていくことが知られている．一般に

繰り込み群の思想として，低エネルギー領域では

理論は有限個のパラメーターで記述されると考え

られている．場の理論が予言能力を持つのはまさ

にこのためであり，低エネルギー有効理論は高い

エネルギーの物理の詳細に依存しない．従って，赤

外固定点に議論を限定することにすれば，ラグラ

ンジアンの持つパラメーターは有限であり，理論

にどのような場がいて（この場合はスカラー場φ），

さらに質量は何であるか，またどのように相互作

用するか（この場合はm,λ）というデータによっ

て理論が決まることになる．それでは，これが赤

外固定点の物理を完全に記述するのだろうか？

しかし，話はいろいろと複雑である．まず，赤

外固定点ではしばしば結合定数が大きくなり，強

く相互作用がおこる．実際の物性系などで興味を

持たれている系の多くがそうであるし，ミレニア

ム問題になっているクオークの閉じこめの時もそ

うだ．この場合，ラグランジアンのパラメーター

について展開する摂動展開は適用できない．つま

り，ラグランジアンがあったからと言って，そこか

ら実際の物理量に機械的にたどり着けるわけでは

なく，例えば格子にのせてスパーコンピューター

でシミュレーションすると言った大変な計算が必

要になる

ラグランジアンと物理（固定点）との対応は単

に複雑なだけではなく，そもそも１対１ではない．

その一つの理由が，場の理論の双対性である．これ

は（今の文脈では）高エネルギー領域では二つの別

のラグランジアンで記述される理論の組が繰り込

み群のもとで同じ赤外固定点に流れていくという

現象をさす．例えば，既に現れた４次元のN = 4

ゲージ理論では，電場と磁場を入れ替えるような

対称性（S双対性）が存在するので，結合定数が g

の理論と 1/g の理論は同一視される∗1）．また，4

次元の超対称性 N = 1理論におけるサイバーグ

双対性や 3次元のミラー対称性（後に再登場）な

どはその良い例である．一般に，二つラグランジ

アンがあったときにそれが同じ赤外固定点に流れ

ていくのかどうかを判定するアルゴリズムは知ら

れていない．

問題はそれだけではない．場の理論の中にはラ

グランジアンによる記述が存在しない（と信じられ

ている）ものもある．その良い例が６次元の (2, 0)

理論と呼ばれる共形場理論である．この (2, 0)と

いうのは超対称性の数を右向き左向きそれぞれに

ついて示したものであるが，ここでは超対称性に

よる制約が強いということだけが重要である．こ

の理論はもともと弦理論から存在が示唆されたも

のであるが，純粋に場の理論における非自明な固

定点としても理解できるものである．

これらの議論が示すように，ラグランジアンか

ら出発して場の理論を調べる方法は強力であるが

同時に限界もあり，ラグランジアンから実際の物

理への写像は単射でなければ全射でもない．また，

ラグランジアンの段階で双対性を理解するのはか

なり非自明であることからも分かるように，ラグ

ランジアン同士を比較するのも容易ではない．そ

れならば，場の理論を調べるための何か別の枠組

みはあるだろうか？

以下で考えたいのは，（ラグランジアンを持たな

い）高次元の場の理論から出発して，それをそれ

をコンパクト化することによって低い次元の場の

理論を定義するという方法である．このとき，低

次元での場の理論はコンパクト化する多様体の選

*1） この場合は繰り込みは起こらずラグランジアンレベルで既
に固定点上にある．
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択に依存するので，一つの理論ではなく理論のク

ラスを考えることになる．この理論同士の関係を

明らかにするのが目的である．

2. ゲージ理論を分解する

具体的にこれから考えたいのは，先に登場した

６次元の共形不変性を持つ (2, 0)理論である．例

として，これを２次元多様体C および３次元多様

体M にコンパクト化することを考えよう．このと

き現れる場の理論をそれぞれ TC（４次元理論），

TM（３次元理論）と書くことにしよう．ここで，

T という記号は理論（theory）からとった．これ

らの理論はしばしば紫外領域のデータで記述され

るが，実際に興味のあるのは先に説明したように

どちらかというと赤外での固定点である．

場の理論のこの定義は抽象的であるが多様体C，

M に関する数学的な知見が使えるという利点があ

る．もちろん，６次元の理論自体良くわかってい

ない理論なので，それをコンパクト化するという

操作自体を直接実行することは出来ない．しかし，

６次元理論が存在することだけで既に多くのこと

が従うのである．以下では 2)に基づいてこれを説

明しよう．

多様体の分類で基本的な役割を果たすのは，多

様体を分解する操作である．ペレルマンによるポ

アンカレ予想の際に脚光を浴びた幾何化予想も，三

次元多様体の分解に関するものであった．これを

ゲージ理論の言葉に読み直すことによって，ゲー

ジ理論を「分解」したり「貼り合わせ」たりでき

るはずである．

３次元多様体の分解にはいくつも方法が知られ

ているが，ここでは３次元多様体M を切断する

ことを考えよう．このとき，切り口にはある２次

元多様体C が現れるので，C を境界に持つ３次元

多様体が現れる．

まず，設定を簡単にするために，３次元多様体

M の境界が C そのものである状況を考えること

にしよう（図 1）．このとき，M の分配関数を径

路積分で計算したいが，M は境界 C を持つので，

図 1 境界付きの多様体を考えることは，ゲージ
理論の境界条件を考えることに対応する．

そこでの境界条件を指定しないといけない．理論

に存在する全ての場を φ，境界条件をを φ = φ0

と書くことにすると，分配関数は φ0の（汎）関数

になる：

ZM [φ0] =

∫
φ
∣∣
C
=φ0

Dφ e−S[φ] . (2)

これは，C に付随したヒルベルト空間 HC の元

（波動関数）と見なすことができる：

|ZM 〉 ∈ HC . (3)

このような定式化は，数学では位相的場の量子論

の公理系3) として知られている．実際，後でみる

ように我々の設定ではM 上の理論は位相的な理

論になっている．

それでは，これをゲージ理論の世界に読み替え

よう．前述したように TC は４次元の理論であり，

TM は３次元の理論である．だから TM の中では

TC は四次元 1を持つように見える．従って，TM

は TC の境界条件とみるのが自然である（図 1）．

これを次のように書くこともできる．理論 TC

があると，それに対応したヒルベルト空間HTC
が

存在する．境界条件を選ぶとは，そのヒルベルト

空間から一つの元を選ぶことに他ならない：

　 |TM 〉 ∈ HTC
. (4)

これは明らかに (3) に対応し，４次元のゲージ

理論が TC が３次元のゲージ理論 TC によって指

定される境界条件を持つことと解釈できる．

さて，今度はM が二つの境界 C1と C2を持つ

場合を考えよう（図 2）．この場合，M は C1 と

C2のコボルディズムであると言われる．この場合，
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図 2 C1 と C2 をつなぐ多様体M はゲージ理論
TC1 , TC2 の間のドメインウォール対応する．

今度は ZM は二つの境界に付随したヒルベルト空

間の間の写像と見なすのが自然である：

ZM ∈ Hom(HC1 ,HC2) = H∗
C1

⊗HC2 . (5)

但し，H∗ は H の双対 H = Hom(H,C)であり，
M から自然に入る向き付けが C1 と C2 で異なる

ことからHかその双対かの違いが生じた．
場の理論での状況は図 2 を考えるとわかりやす

く，TM は TC1 と TC2 の間に存在するドメイン

ウォールに対応する∗2）．

多様体のコボルディズムには自然な積構造が入

る（図 3）．つまり，二つのコボルディズムをつな

げてやればよい．この場合，

M = M1 ∪M2 (6)

は二つの写像

ZMi ∈ Hom(HCi ,HCi+1) (i = 1, 2) (7)

の合成を考えることに対応する：

ZM1∪M2 = ZM1 · ZM2 ∈ Hom(HC1 ,HC3) .

(8)

これは，ゲージ理論の側ではドメインウォールを

二つ用意し，それが重なり合って一つのドメイン

ウォールになる操作だと見なすことができる．ド

メインウォールの間隔は３次元ゲージ理論の結合

定数の逆数を与えるので，ウォールを近づける操

作は赤外固定点に近づくことを意味する．このよ

うにして多様体のコボルディズム群はゲージ理論

*2） 以上の議論はM の境界が３つ以上ある場合にも一般化で
き，その場合は TM は複数の TC が集まってできるジャン
クション上での理論と見なすことができる．

図 3 二つのコボルディズムをつなぎ合わせるこ
とは二つのドメインウォールを重ね合わせ
ることに対応する．

の境界条件のなす群に対応する！与えられた３次元

多様体をコボルディズムの積によって分解すると

多様体を幾何的に分解できるが，今はこれがゲー

ジ理論の分解という物理の問題に翻訳されたこと

になる．

ここで状況を整理してみよう．３次元ゲージ理

論 TM の立場からすると，それを４次元ゲージ理

論 TC の境界条件と考えると言うことは４次元理

論（ゲージ群をGとする）との相互作用，ここで

はゲージ相互作用の仕方を決めることと同じであ

る．４次元理論のゲージ場は力学的自由度を持つ

が，そのゲージ対称性は３次元理論としては力学

的自由度に見えないので大域対称性に見える．ド

メインウォールは右と左二つの４次元ゲージ理論

と結合しているので，G×Gの大域対称性を持つ

ことになる．図 3にあるようにゲージ理論を貼り

合わせるときにはこれらの対称性が再度ゲージ化

されることになる．

ただし，ここで微妙なのは，しばしばG×Gの

対称性全てがあらわなラグランジアンを書くこと

は出来ないことである：例えばある状況では二つ

のGを取り替える操作は３次元のミラー対称性で

あり，これは赤外固定点を保つがラグランジアン

は大きく変更を受ける．従って，ゲージ理論を貼

り合わせる操作には一般にラグランジアンにない

対称性をゲージ化する必要があり，一般には TM
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はラグランジアンを持たない理論になる．

こまでの議論をもっと定量的にすることもでき

る．具体的には，図 2のM 上の理論の分配関数

を計算しよう．径路積分で境界条件を指定するに

は，(2) のように境界での場の値を指定してやれ

ばよかったが，ここでは C1, C2に直交するM の

方向（水平方向）を時間方向と見なし，ハミルト

ン形式を用いよう．量子系では場は交換関係を満

たしているので，不確定関係が存在し，全ての場

の値を決めてしまうことは出来ない．そこで，自

由度を位置と運動量に分けて位置についてだけ条

件を課すことになる．C1と C2での位置座標をそ

れぞれm, ζ で現すことにすると

ZM = 〈m| ζ〉 (9)

となる．但し，通常の量子力学系ではハミルトニ

アンによる時間発展を考える必要があるが，M 上

の理論は位相的なのでハミルトニアンは自明であ

る．また，C と C ′′ での位置の選択は同じである

必要はないので，二つの位置座標を関係づけるに

は正準変換が必要である．それを ϕ̂M で表すと，

ZM = 〈m| ζ〉 = 〈m|ϕ̂M |m′〉 (10)

と書くことが出来る．このとき (8) に相当する

主張は

ZM [m,m′′] =

∫
[dm′]ZM1 [m,m′]ZM2 [m

′,m′′]

=

∫
[dm′] 〈m|ϕ̂M1 |m′〉〈m′|ϕ̂M2 |m′′〉

= 〈m|ϕ̂M1 ϕ̂M2 |m′′〉

となる．但し，ここで完全性の式∫
[dm] |m〉〈m| = 1

を用いた．

この分配関数 ZM に対応する超対称ゲージ理論

TM 側の量が S3 分配関数である（細道氏の記事

を参照）．この分配関数には紫外発散があるが正

則化することによって有限な値を持ち，その答え

は先のパラメーター m, ζ に依存する．ゲージ理

論の言葉に翻訳すると，mや ζ というのは実質量

やFIパラメーターと呼ばれる理論のパラメーター

であり，正準変換 ϕ̂M は場の理論を記述する自由

度を取り替える操作であると解釈できる．例えば，

mと ζ が互いに位置と運動量を取り替えた関係に

ある，つまり m と ζ がフーリエ変換の関係にあ

るとしよう．このとき，mと ζ を取り替える操作

は３次元超対称ゲージ理論のミラー対称性であり，

それは３次元で粒子の記述と渦糸の記述を取り替

える操作である∗3）；３次元ではゲージ場 Aµ を考

える代わりに ∂µφ = εµνρ∂νAρ で関係づいたスカ

ラー場 φを考えてもよく，そのとき粒子とソリト

ンとが入れ替わる．これは４次元で電場と磁場を

入れ替える操作の３次元版である．

より複雑なゲージ理論を得るには，これまで得

たゲージ理論を適宜貼り合わせていけば良く，一

般には分配関数は

ZM = 〈m|ϕ̂1ϕ̂2 . . . ϕ̂n|m′〉 (11)

の形になる∗4）．

このようにして出てきた量 ZM は３次元ゲージ

理論 TM の S3 上の分配関数であると同時に３次

元多様体M 上の３次元チャーンサイモンズ理論

の分配関数でもあり，M の不変量を与える．特に，

M が双曲多様体であるときには ZM はM の双曲

体積に量子補正を加えたものであり，いわば量子

双曲幾何学を記述する∗5）．

ここまでの議論は抽象的であったが，C に具体

的な座標を入れると演算子 ϕ̂M を具体的に書くこ

ともできる．このとき，量子ダイロガリズム関数と

よばれる特殊関数が現れ，ZM がM の分解の仕

方に依存しないことは量子ダイロガリズム関数の

恒等式によって保証され，その背後には団代数と

いう一般的な数学的構造がある（中西氏の記事お

よび 4)を参照）．

*3） この操作は物性系，例えば量子ホール効果の物理において
重要な役割を果たす．

*4） この場合M はリーマン面上の S1 束になっている．より
一般のM を得るには注 2 で述べた３点以上の積を用いる必
要がある．

*5） M 上のチャーンサイモンズ理論を境界の２次元面 C 上
に制限すると，理論はリウビユ理論になることが知られてい
る．これの数学的側面については中島氏の記事を参照．

数理科学 NO. 592, OCTOBER 2012 5



興味深いことに，全く同じ構造は４次元理論 TC

の中の（超対称性を半分保つ）粒子の束縛状態の

研究にも現れ，それはカラビヤウ多様体の不変量

の壁超えとよばれる現象の数理と等価である．つ

まり，４次元理論の境界条件として現れる３次元

理論の分類が，同じ４次元理論の中の粒子の束縛

状態の分類と対応するのである5)．さらに，ここで

議論した４次元ゲージ理論 TC については，ゲー

ジ群が SU(2)の時，その境界条件のデータが４次

ゲージ理論そのものを逆に決定してしまうと言う

ことが知られている6)．このように TC の分類と

TM の分類は密接に関係している．

3. 場の理論を超えて

ここまでは場の理論をどう捉え直すかという問

いに対する一つの答えをみてきた．しかし，これ

まで我々が扱ってきた定量的な量，例えば分配関数

は理論一つ一つに対して定義された量である．そ

れでは，場の理論を足しあげて母関数を考えるこ

とには意味はあるだろうか？

このことに関する一つの示唆は重力から得られ

る．多様体M 上の理論はすでに述べたように３

次元のチャーン・サイモンズ理論であるが，これ

は３次元重力と密接な関係にあることが知られて

いる．重力の理論では時空自体が動的に変化する

ので異なる多様体に関する足し上げを考える必要

がある．これは，ゲージ理論の言葉ではゲージ理

論の足し上げに他ならない．

場の理論の標準的な記述に慣れた人間にとって，

ゲージ理論を足しあげるという考えは突拍子のな

いもののように思える．しかし，超弦理論の枠内

では次のように考えると自然に理解できる．ゲー

ジ群として U(N) を持つゲージ理論を考えると，

これは超弦理論ではN 枚のブレーンを重ね合わせ

ることで実現される．ゲージ理論の立場からする

と，N というのは固定された数である．しかし，

超弦理論のなかではブレーンは力学的自由度を持

つ対象である．ブレーンを新たに足したり，ある

いは消滅させることは可能であり．それはN の値

を増減する．

異なるN の値を関係づけるという思想は，近年

可積分系の文脈で具体化された7)．この設定では

2次元の N = (2, 2)超対称ゲージ理論 U(N) で

L個のフレーバーを持つものを考える．このとき，

この理論の真空は長さ L, 上向きスピンN 個のス

ピン 1
2 XXXスピン鎖で記述されるというのがそ

の主張である．このスピン鎖においてはスピンを

上げたり下げたりする SU(2)対称性が存在するの

で，これはN の値の異なるゲージ理論（の真空）

を関係づける SU(2)対称性の存在を意味する∗6）．

実は，スピン鎖には SU(2)のみならヤンギアンと

よばれるより大きな対称性が存在しており，これ

は場の理論を別の場の理論に移す対称性が大きな

ものであり得ることを例示する．

以上，ある種の超対称ゲージ理論を統一的に理

解する一つの視点を，主に位相的場の理論の公理

に絡めて紹介してきた．それは低次元多様体の分

解という豊かな数学と結びつくのみならず，場の

理論のなす空間に作用する新たな対称性を示唆す

る．今，場の理論の概念そのものを再度考え直す

ことが求められているのではないだろうか？場の

理論とは何であって，その広大な世界には何が待

ちかまえているのか，その探求は今も続いている．
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*6） 数学的にはこれは幾何的表現論と呼ばれるものと関係して
おり，グラスマニアン多様体のコホモロジーの間に SU(2)

の作用を定義できることを意味している．
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