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問題意識も研究手法も文化も異なる…だけれども 
不思議にお互いに必要としあっている

数理物理



Wigner 1960



今日の話： 
“Unreasonable effectiveness of  
Physics in Mathematics”

cf. Atiyah-Dijkgraaf-Hitchin 2010

Wigner 1960



お手本にしたくなるような， 
場の量子論の数理の「古典」は？

情報が溢れている現在だからこそ， 
基本的な文献にじっくりと取り組むと得ることが多い



量子場の理論（チャーン＝サイモンズ理論）による 
結び目不変量の導出

現在では数学のみならず物理・自然科学の諸分野に応用 
（例：物性におけるトポロジカルな相， 
量子コンピューター，DNA・高分子，…）

Witten 1989 
（フィールズ賞）



数学的な問題：結び目を（連続変形を除いて）区別できるか？

紙の上への射影は見かけが違っても同じことがある 
（ほぐしたり，引っ張ったりする）



Haken’s Gordian knot
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Haken’s Gordian knot

結び目不変量：結び目の連続変形で変わらない量 
（トポロジカルな量，位相不変量）

結び目を取った残りの空間（三次元多様体）の不変量でもある

結び目の区別に使える



結び目をもっと物理的に解釈できないか？

トポロジカルな不変量が欲しいので，トポロジカルな理論を 
３次元で考えたい．

理論そのものは 
3次元空間に住んでいる



結び目をもっと物理的に解釈できないか？

トポロジカルな不変量が欲しいので，トポロジカルな理論を３次
元で考えたい．

射影を考える必要はないので，自動的にトポロジカルな
不変量が得られる

1次元的な線に沿って 
ベクトル量の場を積分して 
物理量を得る

理論そのものは 
3次元空間に住んでいる
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電磁気学と絡み数 
（linking number）

アンペール 
の法則

ビオ・サバール 
の法則

絡み数

ストークス
の定理

磁場 電流

古典場の理論 
の数理！

Gauss 1833



ガウスの後，ヘルムホルツらによって渦糸が調べられた

ケルヴィン卿はエーテル内の渦糸で原子を説明しようとした 
（トポロジカルなので安定？）

これがテイトらによる結び目の 
数学の元々の動機

Helmholtz 1858

William Thomson (Lord Kelvin) 1869

Tait 1876-77



電磁気学 
(空間3次元)



電磁気学 
(空間3次元)

チャーン=サイモンズ理論
(時空3次元)

トポロジカルな不変量と
して絡み数が得られる。



非可換ゲージ群で考えるとさらに豊かな結び目不変量が得られる

非可換チャーン＝サイモンズ理論



非可換ゲージ群で考えるとさらに豊かな結び目不変量が得られる

数学の不変量を構成するという問題が，物理量を計算する問題
に翻訳された：数学を知らなくても，物理の問題を解けば良い

• 強力な量子不変量が得られる 
• 位相不変性も定義から自動的

Jones多項式

HOMFLY-PT多項式

Witten

ウィルソン・ライン



可積分系

近年私の研究対象の一つ：



可積分性: ヤン・バクスター方程式

Yang Baxter



可積分性: ヤン・バクスター方程式



可積分性: ヤン・バクスター方程式



結び目理論と可積分系の類似と相違

結び目理論 可積分系

上下の区別あり スペクトル変数



そもそもJones理論の背景には可積分系があった

2匹目のドジョウ？

Jones 1989 Wadati

Akutsu Deguchi Wadati 1987-

可積分系もチャーン＝サイモンズ理論で説明？



位相不変性からヤン・バクスター方程式が示せないか？



可積分系の時は二次元的なので 
途中で特異点が生じるように見える

チャーン・サイモンズ理論にはスペクトル変数も見当たらない

位相不変性からヤン・バクスター方程式が示せないか？



Wittenは可積分系の説明には成功しなかった

その後20年ほどの間誰もこの問題に戻ってこなかった

Witten 1989



2013年頃

Costello 2013 MY 2012, 2013



Costello Witten



残りの２次元： 
正則（ギャップなし）

２次元部分： 
トポロジカル（ギャップあり）

4次元の場の理論を考える Costello



設定は変わっても考えるのは 
ゲージ場のウィルソン・ライン



設定は変わっても考えるのは 
ゲージ場のウィルソン・ライン

たくさんのウィルソン・ラインを 
考えると，可積分模型の格子ができる



トポロジカルな方向にウィルソンラインを動かしても 
「余剰次元」のためにウィルソンラインは交わらない



トポロジカルな方向にウィルソンラインを動かしても 
「余剰次元」のためにウィルソンラインは交わらない

よって，ヤン・バクスター方程式は自動的



今考えてみると、論理的に考えればもっと早く 
答えに到達できた？

そもそも，問題意識を持つ人が少なかった？

論文を書くには技術的な側面も重要

シンプルな考えでもたどり着くのは大変



場の理論の量子効果を摂動的に計算することで， 
可積分系の結果を系統的に再現できる 

逆に言えば，これは摂動論の任意の次数で物理量が計算できる

ファインマン図

可積分系の 
R行列

Costello - Witten -MY



「ウィルソン・ラインのなす代数」 
を考えることで，可積分系の背後にある無限次元代数 
（ヤンギアンとその仲間たち）を導出できる

一般の場の理論の理解への雛形？

二つの 
ウィルソン・ライン 
を衝突させる

Drinfeld

Rational Trigonometric Elliptic

Costello - Witten -MY



４次元 CS 理論 

ここまで1次元的な演算子を考えた。 
しかし例えば2次元的な演算子も考えられる。



４次元 CS 理論 

ここまで1次元的な演算子を考えた。 
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無限個の新しい可積分場の理論を系統的に構成 
既存の可積分模型は，文字通り氷山の一角だった！ 

４次元 CS 理論 

2次元可積分場の理論 

ここまで1次元的な演算子を考えた。 
しかし例えば2次元的な演算子も考えられる。

Costello + MY



さらなる代数構造 

4次元 
CS

5次元 
CS

3次元 
CS

6次元 
CS

Yangian Affine 
Yangian

Quiver 
Yagian

Wei  Li   +  MY

MY
“T-duality” “T-duality” “T-duality” MY

MY



「可積分系」の統一？ 

４次元自己反双対 
ヤン＝ミルズ方程式 

ツイスター空間での 
6次元 CS 理論

4次元 
CS 理論

2次元 
可積分場の理論

Costello   +  MY

Penrose

Costello 
Bittelston + Skinner

2次元 
格子模型

カラビ＝ヤウ 
多様体

Ward,…



6次元 
CS 理論

開いた超弦の 
場の理論

閉じた超弦の 
場の理論

小平= 
スペンサー理論

Dブレーン

超弦理論・M理論 
（のトポロジカルなセクター）

Bershadsky-Cecotti- 
Ooguri-Vafa 1993

Witten ‘92



更に知りたい方はYouTube & HP & 本 … へ

大学院進学相談（物理，数学）も随時受け付けています

https://www.youtube.com/channel/ 
UCz7Jg2ZzDxYwcBU4tDakAlg

http://member.ipmu.jp/ 
masahito.yamazaki

https://www.youtube.com/channel/
http://member.ipmu.jp/


まとめ

結び目理論

可積分系

３次元 CS 理論

４次元 CS 理論

“Unreasonable effectiveness of Physics in Mathematics” 
… and Mathematics in Physics 

超弦理論

Witten

Costello 
+Witten 
 +MY

一部だけトポロジカル 
gapped & gapless

トポロジカル 
gapped



From: Kinoshita, Wenger, Weiss 2006
光格子

テンソルネットワークBetheルート

量子コンピューター



教訓？

1. 学問の世界は地続きである． 
恐れずに他分野に飛び込むべし

3. 成功体験は重要，しかし 
それを捨てることで得るものもある

2. 分からないという気持ちを大切に： 
「理解するとは問い続けること」


