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• 関連した『数理科学』 
　2024年1月号の記事もあります

https://member.ipmu.jp/masahito.yamazaki/files/2024/ 
2024_Jan_science_what_quantum_mathematics.pdf
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動機



「場の量子論の数理」 
について講義する



「場の量子論の数理」 
について講義する

しかし，そもそも 
「量子力学の数理」は？



量子力学は完成された理論，教科書も沢山

疑問：そもそも，量子力学はなぜ
現在の形を取っているのか？



問いの例： 

• 量子力学は微小変形できるか？ 

(cf. 古典力学 → 量子力学，修正重力理論）



問いの例： 

• 量子力学を修正する量子重力の定式化は存在するか？

非線型量子力学？ 
（ただし，以下では線型性は仮定する）



• 昔から論争の種．ここでは哲学的な議論は避けたい 

• 以下では量子力学の数学的構造に着目して議論
数学的な一般化により量子力学も一般化・変形？ 

ある公理系から出発することにより，量子力学の一意性を示せるか？ 
（公理の選択には議論が必要，ただしその後の論理は誰でも合意できるはず）

• 物理学者の「知らない」こともいろいろある



• 私は専門家ではありません

• 文献では（程度の違いはあれ）知られていることばかりです



ヒルベルト空間



ヒルベルト空間



「今日では、量子力学系に対する直観的な像を描くためにも、
Hilbert空間はなくてはならぬ背景にさえなってしまった。それは
Newton力学の背景である四次元空間にも比すべきものである。」

物理学者なら知っていることになっている？



フォン・ノイマン 
『量子力学の数学的基礎』(’32)



フォン・ノイマンの当時の研究の目標の一つは，ヒルベ
ルト空間における非有界作用素の理論を建設すること

非有界作用素

有界作用素

定義域がどこであるか
はとても重要扱いが難しい



対称作用素

自己共役作用素

※ 作用素の自己共役性を示すのは一般には簡単ではない．

境界条件に注意が必要



ストーン & フォン・ノイマンの定理

大雑把な主張：

証明のアイデア：

の既約な表現は標準的な表現にユニタリー同値



正確な主張：有界作用素にして考える

ハイゼンベルクの行列力学とシュレーディン
ガーの波動力学の等価性を示す決定的な結果

ストーン & フォン・ノイマンの定理



面白いことに，物理の教科書のほとんど全ては完備化，
作用素の非有界性…に関わる微妙さを無視している（よ
うに見える）ことがあるが，ほとんどの場合「実用的に
問題はない」

数学者 物理学者

quant-ph/0103153

もちろん，最終的にはちゃんと考えると重要 
（例えば教育的な説明としてquant-ph/0103153）



ヒルベルト空間論が量子力学の物理の 
「本質」かどうかは自信がなくなってくる？？

cf. 最近の量子情報の発展のほとんどは有限サイズ行列に基づく 
（無限次元空間であることの微妙さは忘れていい）



ヒルベルト空間論が量子力学の物理の 
「本質」かどうかは自信がなくなってくる？？

cf. 最近の量子情報の発展のほとんどは有限サイズ行列に基づく 
（無限次元空間であることの微妙さは忘れていい）

“I would like to make a confession which may seem immoral:   
I do not believe absolutely in Hilbert space any more”

フォン・ノイマン (’35)



以下はしばらく有限次元ヒルベルト空間の場合を
考え，量子力学の数学的構造を考え直してみよう

量子力学再考



量子力学のミニマルなデータ

観測量

射影測定



グリーソンの定理：

次元3以上のヒルベルト空間で射影演算子　　に対
して与えられる加法的な測度              は

（ボルン則）



そこでヒルベルト空間上の 
エルミート演算子を考えよう

疑問：エルミート演算子の積はエルミートではない





ジョルダン代数

一つの解決：「ワイル順序」を取れば良い



Jordan代数の性質



分類





余談：対称錐



量子力学の一意性？

※ Jordan代数よりはもっと条件が必要



アイデア





系の合成を表現



結果



場の量子論

（無限次元自由度の量子力学）







Hilbert空間の再構成



von-Neumann 環の分類



場の量子論では一般にType IIIの
von-Neumann環が期待される

「素朴な無限」であるType I   の時とは
事情が異なるので注意が必要

ブラックホールの情報喪失問題は，
Type IIIをType I   にする問題？



一方，「Type III的考え方」は場の量子論への別のア
プローチには取り込まれていないように見える

「圏論的・ホモトピカルなType III」のための
数学が必要？



まとめ

• ヒルベルト空間論は量子力学の数学的基礎 

• しかし，（例えばJordan代数や圏論のように） 
　別の数学的側面にも着目できる 

• 量子力学の変形・一意性への数学的アプローチ： 
　「量子力学それ自体のための数学」 



展望

• 重力を取り込んだ量子論の定式化は？ 

• 現代数学における無限の概念が問い直される？ 
　（無限は創発する？） 

• 量子力学そのものの理論的定式化・実験的検証？ 


