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太古の昔から，人類は夜空に輝く星を見上げ，広
大な宇宙に想いを馳せてきた．宇宙はあまりに広
大であり，ちっぽけな星である地球に住まう我々
にとって，宇宙の彼方について知ることは到底不
可能に思える．決してたどり着くことのできない
宇宙の彼方では何が起こっているのか？
アインシュタインの一般相対性理論によると，
この宇宙を記述するのはリーマン幾何学であるの
だから，上の素朴な問いをリーマン幾何学の問題
としてとらえることができる．つまり，局所的な
時空が指定されたときに，そこから時空の彼方の大
域的情報について何がいえるのか？ このように
述べてみると，局所と大域の関係を理解するとい
う，数学において幾度となく現れる王道的なテー
マが立ち現れてきたことがわかるだろう．
アインシュタインの書き下した方程式において，
地球の上に住む人間は「物質」として扱われ，一
般相対論においては「幾何」の枠外からやってく
るものである．しかし，物質の質量がどんどん重
くなっていくと周囲の時空を大きく歪め，やがて
は物質は重力崩壊してブラックホールという幾何
に置き換わる．このような設定では，局所と大域

の関係を議論する問題を純粋に幾何学の問題とし
て定式化することが可能になる．
ブラックホールには光でさえも逃れることので
きないホライズンが存在し，特にその面積 Aを考
えることができる．この面積は幾何学的な量であ
るが，特にブラックホールの近傍の幾何だけで定
まるので（準）局所的な量である．1)
一方，時空があるとその遠方では質量が定まる．
一般に一般相対論においては時空の一般座標変換
のもとでの不変性が要請され，局所的な質量の概
念は定義できない．しかしここでは時空が漸近的
に平坦である，つまり遠くの方では平坦なミンコ
フスキー空間に近づくとしよう．このとき，質量
（より専門的には ADM 質量）m は遠方で一種の
ガウスの法則を用いて定義される量である：

m := lim
遠方

1

16π

3∑
i,j=1

∫
(gij,j − gjj,i)n

i. (1)

ただし g = (gij)は空間的な計量であり，遠方を取
り囲む曲面の外向き法線単位ベクトルを ni と書
いた．また空間は 3次元だとした．これは「時空
の彼方」で定義された量であるので，大域的に定
まった量であると言ってもよいだろう．
さて，ペンローズ不等式は局所的に定義された

1) より正確には以下では局所的な情報だけで決まる「み
かけのホライズン」を考える．
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量 A と大域的に定義された量 m との間に不等式
を主張する．これは局所的な情報が大域的な情報
を制限するという主張である：2)

定理 1 (リーマン–ペンローズ不等式 [8, 3]) (M, g)

を滑らか，完備で連結，かつ漸近平坦で非負のス
カラー曲率を持つ 3次元多様体M と計量 g の組
とする．M の極小曲面，つまり平均曲率が消える
曲面のうち最も外側にあるものをみかけのホライ
ズンと呼び，そのすべての連結成分を集めた全面
積を Aとする．また漸近平坦であることから質量
mが (1)により定義される．このとき，不等式

m >=

√
A

16π
(2)

が成立する．さらに等号が成立するのは，(M, g)

がみかけのホライズンの外でシュワルツシルト計
量（電荷も角運動量も持たないブラックホール解
の空間部分の計量）に一致する場合に限る．

この不等式を予想したのは数理物理学の奇才で
2020 年にノーベル賞も受賞したロジャー・ペン
ローズである．彼は裸の特異点は存在しないとい
う宇宙検閲仮説を用いた物理的な議論によりこの
不等式を予想した [10]．系の時間発展を考えると，
ブラックホール面積定理によりホライズンの面積
は単調増大する．無限時間ではブラックホールは
無毛定理によりシュワルツシルト解に落ち着くと
期待されるが，そこでは不等式の等号が成り立つ
ことが確認できるので，示したい不等式が成り立
つことが確認できた．ここで，ペンローズ不等式
自体はその動機である宇宙検閲仮説の正しさを必
ずしも保証しないことには注意しよう．
ペンローズ不等式を証明するための一つの直観
的なアイデアはゲロック [6]および後にジャング–

ワルド [9] により提唱された．彼らは平均曲率の
逆数により指定されたフロー（逆平均曲率流）を
導入し，そのフローのもとで質量に当たる量（ホー

キング質量）が単調に非減少であり，時間が変化す
るとともに (2) の左辺と右辺を内挿することを示
したのである．この議論は本質をついているが，
一般にフローは有限時間で（例えば平均曲率がゼ
ロに近づくことにより）特異点を持ってしまう．
ヒュースケンとイルマネンはフローの流面を関数
のレベル集合として記述し，ジャンプ現象を弱解
として取り込むことによりこの議論を数学的に完
成させた [8]．彼らの議論はみかけのホライズンの
連結成分が一つの場合であったが，その後ブレイ
はその仮定を外した一般の場合に（全く別の手法
を用いることで）証明を与えた [3]．
ペンローズ不等式はそれ自体興味深い不等式で
あるが，幾何学において解析的な手法を用いる幾
何解析という分野（例えば日本語の本では [12]に
ペンローズ不等式を含めて解説がある）の一つの
到達点ともみなせる．例えばペンローズ不等式に
おいては等号成立条件は厳しく制限されており，
不等式の剛性とも呼ばれる重要な結果である．ま
たあるフローを考えることにより不等式を示すと
いう方法は幾何解析では頻出する手法であり，逆
平均曲率流は幾何解析の伝統的な問題である山辺
の問題（山辺不変量）にも応用されている [4]．ペ
ンローズ不等式からは自明に m >= 0 という結果
が従うことに注意しよう．これは正質量定理 [11]

と呼ばれるそれ自体重要な主張であり，ブレイに
よるペンローズ不等式の証明ではこの定理が援用
された．このように，ペンローズ不等式は幾何解
析のほかの問題とも密接に関わっている．

2) (M, g) は 4 次元時空において時間を固定した 3 次元
スライスでの初期値問題を指定する．一般の初期値問題で
は 3次元の計量に加え外部曲率Kij も指定する必要がある
が，時間反転対称な境界条件 Kij = 0 を選ぶと光が外にぎ
りぎり逃げることのできない境界捕捉面は極小曲面を与え
るので，上記のように極小曲面を考えた．このような条件
を外したより一般の設定でのペンローズ不等式もみかけの
ホライズン（の面積そのものではなく [1]）を囲む曲面の面
積の最小値を用いることで方程式の右辺が局所的な予想と
して定式化できる [7] が，現在でも証明されていない．
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ペンローズは，局所座標系でのテンソル解析に
限定されがちであった一般相対論の分野において
大域的な幾何学の手法を持ち込んだ先駆者の一人
であり，彼の不等式は，物理的な洞察に基づくと
同時に新たな数学を生み出す動機となってきた．
それではペンローズを超えて，21世紀の我々が
新しい大域的な幾何学を見出すにはどうしたらよ
いのだろうか？ ペンローズが古典重力の理論たる
一般相対論の研究に導かれたのならば，我々が指
針とするべきなのは量子重力の理論であると考え
るのは自然であろう．実際，現在の量子重力にお
いて中心的な役割を果たすホログラフィーは，重
力理論の情報が，その境界にある量子場の理論の
情報として理解できることをあらわしており，そ
れ自体大域・局所原理の一つの表れであるとみな
すこともできる．本稿に述べたペンローズ不等式
についても，ホログラフィーによる正当化の試み
[5] が存在することは注目に値する．実際，ペン
ローズの歴史的動機は宇宙検閲仮説であったが，
ペンローズ不等式はより一般の次元で成立する一
方，高次元では（少なくとも素朴な意味での）宇
宙検閲仮説は破れることが知られているので，宇
宙検閲仮説よりもホログラフィーの方が本質的で
ある可能性はあると考えられる．
もちろん，量子重力を考えるためには重力その
ものが量子化され，そこではペンローズ不等式自
体も修正されなければならないであろう．そもそ
も定理 1においてスカラー曲率が非負だと仮定し
たが，これは弱い観測者にとってエネルギーが非
負に見えるという条件（弱いエネルギー条件）から
動機付けられていた．量子論では例えば真空のエ
ネルギーから局所的には負のエネルギーが現れ，
弱いエネルギー条件は一般には破れることが知ら
れている．実際，量子論では古典的なペンローズ
不等式そのものは O(1) で破れることも知られて
いる．しかし，ホライズンの面積を一般化された
エントロピーに置き換えるなどの工夫をすること

により，量子効果を取り入れたペンローズ不等式
が定式化されていることは注目に値する [2]．
量子重力における大域幾何学については特にそ
の数学的研究はまだ端緒についたばかりであるが，
新たな局所・大域原理を示す量子的な幾何学の萌
芽を垣間見させてくれる．そのような幾何学が将
来建設されたとき，宇宙の片隅に住む我々はこの
広大な宇宙をより深く理解したことになるだろう．
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