
場の量子論と数学

立川裕二

「現代物理学」第一回か第二回かのネタ

2020年 4月 10日か 17日
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数学と理論物理は非常に近い...

と外からは見えるのではないでしょうか。
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(左) Peskin & Schröder, “An introduction to Quantum Field Theory”
(右) Bott & Tu, “Differential Forms in Algebraic Topology”
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分野横断というほどにも離れていないような気もしますが、

両側を一応体験した身からすると案外違うものです。

今日はそのような所をお話したいと思います。

このファイルは以前京大で学部後半～院生むけにやったコロキウムの
内容をすこし削ったものなので、わからなくても気にしないでくださ
い。わからなさを楽しむ。
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聴衆の皆さんがどんな方か知りたいので、まずいくつか質問を:

一年生?

二年生?

それ以上?
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次は:

物理が好き?

数学が好き?

どっちも好き?

どっちも嫌い?
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僕はどうでしょう?

僕の専門は場の量子論/弦理論の数理的側面です。

現実と関係ないので物理でなく、

厳密でないから数学でもない。

数学でも物理でもない立場から、

場の量子論と物理と数学の話をしたいと思います。
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場の量子論とは?

• 場の量子的振舞いを記述する。
• ただし、場とは時間と空間に広がっているものなら何でも,

例えば、電磁場、電子の場、格子の揺らぎの場, …
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最初の成功例は量子電磁力学で、

• 量子化された電磁場 =光が電子などの粒子と
どう相互作用するかを記述し、

• 1950年ごろに枠組みが完成。
• それからも地道な発展がある。

9 / 57



量子電磁力学では、理論計算と実験結果は非常に良く合う。

電子の異常磁気モーメントという量では:

a実験e = 0.01 159 652 181...

a理論e = 0.01 159 652 181...
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量子電磁力学では、種々の量は
微細構造定数 α ∼ 1/137の冪級数として摂動計算される:

ae = c1

(
α

π

)
+ c2

(
α

π

)2

+ c3

(
α

π

)3

+ · · ·

各係数 c1, c2, …はファインマン図というものを使って計算される。

ci 値 ファインマン図 文献
c1 +1/2 1個 [Schwinger, 1948]
c2 −0.3 7個 [Sommerfield/Petermann, 1957-1958]
c3 +1.1 72個 [Laporta-Remiddi, hep-ph/9602417]
c4 −1.9 891個 [木下・仁尾, hep-ph/0507249]
c5 +9.2 12672個 [青山・早川・木下・仁尾, 1205.5368]
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https://doi.org/10.1103/PhysRev.73.416
http://arxiv.org/abs/hep-ph/9602417
http://arxiv.org/abs/hep-ph/0507249
http://arxiv.org/abs/1205.5368


Figure: 389 self-energy diagrams representing 6354 vertex diagrams of Set V.

T. Kinoshita () 34 / 57

[http://www.riken.jp/lab-www/theory/colloquium/kinoshita.pdf]
(この木下先生のコロキウムは非常にお薦めです。)
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クォーク三つを陽子や中性子に組み上げるのが量子色力学。

こちらは量子電磁力学とちがって、冪級数として計算できない。

仕方がないので、理論をまるごと
スーパーコンピュータの上に載せてシミュレーションする。

時空を格子で近似するので、格子量子色力学という。

実験と良く合うようになってきた。
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lightest scalar glueball (26). The pseudoscalar, tensor, and first radially excited
scalar glueballs are all 800–900 MeV higher than the lowest scalar (24).

Lattice QCD has been used to verify the mass spectrum of quark-model hadrons
within a few percent. Figure 2 shows four broad efforts on the spectrum of
the isopsin-1 light mesons and the isospin-12 and -32 baryons (27, 28, 29, 30, 31).
All these simulations include 2 + 1 flavors of sea quarks, and the error bars in
References 27, 28, 30 reflect thorough analyses of the systematic uncertainties.
A satisfying feature of Figure 2 is that the results do not depend in a systematic
way on the fermion formulation chosen for the quarks. Even the latest results for
the difficult η-η′ splitting are encouraging (32,33,34).

Figure 2 includes predictions for mesons with quark content b̄c (38, 36, 39).
The prediction for the pseudoscalar Bc has been (subsequently) confirmed by
experiment (40,41), whereas the prediction for the vector B∗

c awaits confirmation.
These predictions build on successful calculations of the bb̄ and cc̄ spectra (37,
42,43,44,45), which reproduce the experimental results well.

The most striking aspect of the spectrum is how well it agrees with nature.
The nucleons provide almost all the mass in everyday objects, and their masses
have been verified within 3.5%. Their mass mostly comes, via m = E/c2, from
the kinetic energy of the quarks and the energy stored in the sausage-like flux
tube(s) holding the quarks together.
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Figure 2: Hadron spectrum from lattice QCD. Comprehensive results for
mesons and baryons are from MILC (27, 28), PACS-CS (29), BMW (30), and
QCDSF (31). Results for η and η′ are from RBC & UKQCD (32), Hadron Spec-
trum (33) (also the only ω mass), and UKQCD (34). Results for heavy-light
hadrons from Fermilab-MILC (35), HPQCD (36), and Mohler & Woloshyn (37).
Circles, squares, and diamonds stand for staggered, Wilson, and chiral sea quarks,
respectively. Asterisks represent anisotropic lattices. Open symbols denote the
masses used to fix parameters. Filled symbols (and asterisks) denote results.
Red, orange, yellow, green, and blue stand for increasing numbers of ensembles
(i.e., lattice spacing and sea quark mass). Horizontal bars (gray boxes) denote
experimentally measured masses (widths). b-flavored meson masses are offset by
−4000 MeV.

[Kronfeld 1203.1204]より。
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http://arxiv.org/abs/1203.1204


これまで素粒子論の話ばかりだったが、
場の量子論は物性理論においても良く使われる。

相転移の臨界点を記述するのには共形場理論が有効で、
長い長い歴史がある。

最近流行りのトポロジカル物性においても場の量子論が多用される。

それ以外にもたくさん。
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共形場理論というのは、
拡大しても同じようにみえる場の理論ということ。

磁石というのは微小な磁石である原子の向きが一方向に揃って全体と
して磁石になっている。そろわないと磁石にならない。

鉄とかだと、温度が低いと揃って磁石になるが、温度が高いと乱雑に
なって磁石でなくなる。

これを調べる簡略化したモデルがイジングモデルというもの。この講
義でいずれやる予定。
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で、この 2次元イジングモデルというのはを相転移点上でシミュレー
トしてみると、拡大してもだいたい同じ状況。共形場理論になること
が知られている。
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2次元イジングモデルは [Onsager 1944]が厳密に解いた。

3次元イジングモデルも厳密に解こうとがんばった人は沢山いるが、
成功例なし。

もちろん、シミュレーションや実験結果はある。

2010年ころから 3次元イジングにも使える数値ブートストラップ法
という新たな方法が開発された。

線形計画法/半正定値計画法という数学の分野を応用。
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https://doi.org/10.1103/PhysRev.65.117
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Figure 5: Allowed islands from the mixed correlator bootstrap for N = 2 after scanning
over the OPE coe�cient ratio �sss/���s and projecting to the (��,�s) plane (blue regions).
Here we assumed that � and s are the only relevant operators in their O(N) representations.
These islands are computed at ⇤ = 19, 27, 35. The green rectangle shows the Monte Carlo
determination from [17], while the horizontal lines show the 1� (solid) and 3� (dashed)
confidence intervals from experiment [16].

Our determination of �✏✏✏ is consistent with the estimate 1.45 ± 0.3 obtained via Monte
Carlo methods in [21].4 An application of �✏✏✏ is in calculating the properties of the 3d Ising
model in the presence of quenched disorder in the interaction strength of neighboring spins
[23].

In figure 2 we show similar islands for the leading vector and singlet operators in the
O(2) and O(3) models, all computed at ⇤ = 35. We show the zoom in of these regions as
well as the regions at ⇤ = 19, 27 in figures 5 and 6. Once the angle ✓N has been computed
at ⇤ = 35, we determine the OPE coe�cients (���s,�sss) by bounding the magnitude �s at
⇤ = 27. The final error in the OPE coe�cients comes mostly from the angle, which is why
we use a lower value of ⇤ for the magnitude.

4We disagree slightly with the determination in [22].

10

[Kos,Poland,Simmons-Duffin,Vichi 1603.04436]より。
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このように、場の量子論は

• よく研究されており、
• 実際の数値も精度良く計算でき、
• 実験とも良くあう。

しかし、数学的には不完全。どういうことかというと…
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量子力学や、一般相対論だと、
数学者に一言で何をやっているかが説明出来る:

量子力学とは
ヒルベルト空間上のユニタリ演算子の研究。

一般相対論とは
ローレンツ型の計量をもった多様体上の
アインシュタイン方程式の研究。
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場の量子論の場合は?

場の量子論とは
???

長らく場の量子論をやっていますから、
何なのか知っているような気はするけれども、
一言で言い表せない。
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量子色力学を数学的に満足に定式化して、
閉じ込めを示せば、
賞金 1億円。

http://www.claymath.org/millennium-problems
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別に数学的に何をやっているかが一言で言い表せなくても、
構わないといえば構わない。

古代エジプト人は、数学的に定式化はしていなかったけれど、
ピラミッドをつくりました。

物理屋も、数学的に定式化は出来ていないけれど、計算出来て、
実験と合います。

でもまあ、僕としては不満足に感じるわけです。

勿論、数学者がこれまで場の量子論を数学にしようと
頑張らなかったわけではありませんが…
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近い将来には融合されると良いが…
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場の量子論の数学

↓

場の量子論における数学

↓

場の量子論からの数学
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場の量子論が数学的に不完全だといっても、

計算の途中には既存の数学は勿論使います。

場の量子論をやりたい、という学部学生さんに
ときどき聴かれる質問に

「数学は何を勉強しておけば良いですか?」というのがあります。
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これは難しい質問。

素粒子論での場の量子論をするなら、当然

• ローレンツ群とその標準的な表現のいくつか、
• SU(N)とその標準的な表現のいくつか

ぐらいはどうしても使うわけですが。

でも、数学の本はどうしても詳し過ぎるので、
必要な場になって必要なものを習うのがよいのではないかと思う。
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僕個人の経験では、やっている場の量子論の性質もあり、
常に何か新しい数学の分野を学んでいる気がします。例えば:
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院生のおわりぐらい: 佐々木-Einstein多様体の理論

Shigeo SASAKI
1912-1987

[Tohoku Math. J. 39 (1987) i-viii]
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https://projecteuclid.org/euclid.tmj/1178228236


院生のおわりぐらい: 佐々木-Einstein多様体の理論
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ポスドクの間: 冪零軌道の理論
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ここ数年: 代数トポロジー、特にコボルディズム群の話。

33 / 57



どの分野にしても、

• 僕の調べたい場の量子論の性質を調べる為に
どうしても必要になった

• 事前に必要になりそうかは全くわからなかった
• 全ての場の理論屋が知る必要があるわけでは全然ない

やっぱり、その場で勉強するしか無いと思います。
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何故コボルディズム群?

最近物性では、トポロジカル物性というのが熱いらしいです。

Symmetry protected topological phases
(SPT相、対称性被保護位相的相)
と呼ばれるものが重要になってきた。
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いろいろ研究があったのだけれど、決定版

[Kapustin-Turzillo-Thorngren-Wang 1406.7329],
[Freed-Hopkins 1604.06527],
[Yonekura 1803.10796]などによると、

答えは次元と対称性で定まるボルディズム群で与えられる。
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例えば、空間三次元で、フェルミオンがあり、時間反転対称性 T が
T 2 = (−1)F を満たすような symmetry protected topological phaseは
トポロジカル超伝導体としても知られているが、これは

Ω
pin+
3+1

と書かれて、pin+ ボルディズム群と呼ばれるもので分類される。
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物理屋がここまで問題を還元すれば、あとは数学の文献を探すだけ。

1990年の [Kirby-Taylor “Pin structures on low-dimensional manifolds”,
London Math. Soc. LNS 151, pp.177-242]という文献を開くと…

空間三次元の時間反転不変トポロジカル超伝導体は、
Z16 で分類される!

これは物性理論屋がもっと物理的直観に基づいて得た結果
[Metlitski,Fidkowski,Chen,Vishwanath 1406.3032]と合致している。
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Kirby-Taylorが 1990年に Ω
pin+
4 = Z16 を計算したときは、

トポロジカル相との関係など全く考えていなかったと思う。

しかし、Kirby-Taylorが計算をやっておいて、
わかりやすくまとめてあるお陰で、
こちらは結果を使うだけで良い。

十五年強ぐらい場の量子論をやっていて感じるのは、
なんとか場の理論の問題を数学の問題に帰着すると、
かなりの割合で、数学者が既にそれを解決している。
だから、あとはその結果を使うだけで良い。

数学者のみなさん、どうもありがとう！
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数学者の教科書/論文の (僕にとって)ありがたい点は、

定義と定理がきちんと書いてあるので、証明の詳細がわからなくても、
道具として使えることです。

スマホで何故タッチすると画面の中が動くのかわかっていなくても、
問題なく使えるのと同様です。

物理屋の教科書/論文はそうはいかない。
前提と結果が渾然一体としていて、結局全部読む羽目になる。
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場の量子論の数学
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場の量子論の数学
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場の量子論からの数学
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有限単純群の分類

• 交代群 An≥5

無限に沢山ある。
• リー型の単純群 ≃リー群を有限体上で考えたもの

無限に沢山ある。
• 散在型の単純群

マチウ群 (1860年代に発見),
ヤンコ群, …,モンスター群 (1965–1975に発見)
の 26個。
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モジュラー J 関数

J(q) =
1

q
+ 196884q + 21493760q2 + 864299970q3 + · · ·

は、19世紀から知られている古典的なもの。

1978年に McKayは次のことに気が付いた:

当時みつかりそうだった新散在型有限群モンスターは
元の数が ∼ 8 · 1053 あるが、その一番小さい非自明既約表現は

196883

次元である。
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何か関係があるのではないか?

J 関数: 保形関数
モンスター群: 有限群

関連する観察もいろいろなされた [Ogg, Conway-Norton, ...]

あまりに突拍子もなかったので、
Monstrous Moonshine (とんでもなく馬鹿げた話)と言われた。
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90年代初頭には
[Frenkel-Lepowsky-Meurman], [Borcherds]
によって解決。

頂点作用素代数の理論が深く使われた。

ある特別な 24次元トーラスを動く弦理論のスペクトルが
J 関数であることが関係する。
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1989年、僕の兄弟子の大栗さん (現 IPMU所長)は博士論文で
K3曲面を動く弦理論のスペクトルを計算した:

この係数に意味はないのか?
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当時、次のような文献もあった:
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僕の師匠の江口さん曰く:

この係数はマチウ群と関係あるのでは?
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そして 20年の時は流れ...
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2009年、アスペン。
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江口さん、大栗さん、僕と三人研究会にいたので、
もう一度考えてみた。

僕: 岩波数学辞典の後ろの数表をみてみれば?

52 / 57



数 6 I 数 表 6

M24 (1)24 g 1 23 7 ·36 23 ·11 23 ·77 55 ·64 45 22 ·45 23 ·45 23 ·45 11 ·21 770
(2)8 21 ·210 1 7 28 13 −21 64 −3 −18 −21 27 7 −14
(3)6 27 ·40 1 5 9 10 16 10 0 0 0 0 −3 5
(5)4 60 1 3 2 3 1 0 0 0 0 0 1 0

(4)4(2)2 128 1 3 4 1 −5 0 1 2 3 −1 −1 −2
(7)3 42 1 2 0 1 0 −1 ε3

+ ε3
+ 2ε3

+ −1 0 0
(7)3 42 1 2 0 1 0 −1 ε3

− ε3
− 2ε3

− −1 0 0
(8)2(4)(2) 16 1 1 0 −1 −1 0 −1 0 −1 1 −1 0

(6)2(3)2(2)2 24 1 1 1 −2 0 −2 0 0 0 0 1 1
(11)2 11 1 1 −1 0 0 0 1 0 1 1 0 0

(15)(5)(3) 15 1 0 −1 0 1 0 0 0 0 0 ε5
+ 0

(15)(5)(3) 15 1 0 −1 0 1 0 0 0 0 0 ε5
− 0

(14)(7)(2) 14 1 0 0 −1 0 1 −ε3
− ε3

+ 0 −1 0 0
(14)(7)(2) 14 1 0 0 −1 0 1 −ε3

+ ε3
− 0 −1 0 0

(23) 23 1 0 −1 0 0 1 −1 1 0 0 1 ε6
+

(23) 23 1 0 −1 0 0 1 −1 1 0 0 1 ε6
−

(12)2 12 1 −1 0 1 −1 0 1 1 −1 0 0 1
(6)4 24 1 −1 0 1 −1 0 −1 −1 1 2 0 1
(4)6 96 1 −1 0 1 −1 0 1 −2 −1 3 3 −2
(3)8 7 ·72 1 −1 0 1 7 −8 3 3 −3 6 0 −7
(2)12 15 ·29 1 −1 12 −11 11 0 5 −10 −5 35 −9 10

(10)2(2)2 20 1 −1 2 −1 1 0 0 0 0 0 1 0
(21)(3) 21 1 −1 0 1 0 −1 ε3
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We point out that the elliptic genus of the K3 surface has a natural
decomposition in terms of dimensions of irreducible represen-
tations of the largest Mathieu group M24. The reason remains a
mystery.

1. INTRODUCTION AND CONCLUSIONS

The elliptic genus of a complex D-dimensional hyper-
Kähler manifold M is defined as

Zell(τ ; z) = TrR×R(−1)FL +FR qL0 q̄L̄0 e4π izJ 3
0 , L

in terms of the two-dimensional supersymmetric sigma
model whose target space is M [Witten 87]. Since M is
assumed to be hyper-Kähler, the two-dimensional the-
ory has N = 4 superconformal algebra as its symmetry.
Then L0 and L̄0 are zero modes of the left- and right-
moving Virasoro operators; J3

0 is the zero mode of the
third component of the affine SU(2) algebra; FL and
FR are the left- and right-moving fermion numbers. The
trace is taken over the Ramond sector of the theory.
This elliptic genus is a Jacobi form of weight zero and
index D/2.

The elliptic genus for the K3 surface was explicitly
calculated in [Eguchi et al. 89] and is given by

Zell(K3)(τ ; z) (1–1)

= 8

[(
θ2(τ ; z)
θ2(τ ; 0)

)2

+
(

θ3(τ ; z)
θ3(τ ; 0)

)2

+
(

θ4(τ ; z)
θ4(τ ; 0)

)2
]

.

Here θi(τ ; z) (i = 2, 3, 4) are Jacobi theta functions. Ac-
tually, the space of Jacobi forms of weight zero and in-
dex one is known to be one-dimensional, and thus the
above result could have been guessed without explicit
computation. We find that Zell(K3)(τ ; z = 0) = 24 and
Zell(K3)(τ ; z = 1/2) = 16 + O(q), and thus (1–1) repro-
duces the Euler number and signature of K3.

In [Eguchi et al. 89] and more recently in
[Eguchi and Hikami 09], the expansion of the K3 elliptic
genus in terms of the irreducible representations of the
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FR are the left- and right-moving fermion numbers. The
trace is taken over the Ramond sector of the theory.
This elliptic genus is a Jacobi form of weight zero and
index D/2.

The elliptic genus for the K3 surface was explicitly
calculated in [Eguchi et al. 89] and is given by

Zell(K3)(τ ; z) (1–1)

= 8

[(
θ2(τ ; z)
θ2(τ ; 0)

)2

+
(

θ3(τ ; z)
θ3(τ ; 0)

)2

+
(

θ4(τ ; z)
θ4(τ ; 0)

)2
]

.

Here θi(τ ; z) (i = 2, 3, 4) are Jacobi theta functions. Ac-
tually, the space of Jacobi forms of weight zero and in-
dex one is known to be one-dimensional, and thus the
above result could have been guessed without explicit
computation. We find that Zell(K3)(τ ; z = 0) = 24 and
Zell(K3)(τ ; z = 1/2) = 16 + O(q), and thus (1–1) repro-
duces the Euler number and signature of K3.

In [Eguchi et al. 89] and more recently in
[Eguchi and Hikami 09], the expansion of the K3 elliptic
genus in terms of the irreducible representations of the
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「対応がある」とだけ書いた論文を書いた:

https://arxiv.org/abs/1004.0956
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徐々に数学者によって証明されつつある:

https://arxiv.org/abs/1211.5531
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同様に、場の量子論の考察から新たな数学が出て来たケースは
沢山あります。

今回話したのは、かなり小さいケースで、
もっと数学に大きな影響をあたえたものとして

• ミラー対称性
• ザイバーグ =ウィッテン方程式

などがある。
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これらは、場の理論自体を記述する数学がまだ不完全であるからこそ、

そのもやもやしたところの一部を先に凝縮させて
数学として取り出したようなものではないでしょうか?

皆さんのうちのどなたかが、
また新たな数学を取り出してくれることを期待して、
この話のしめくくりとします。
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