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https://en.wikipedia.org/wiki/Purple


僕は弦理論屋ということになっています。

僕は

• 物理屋でしょうか、
• 数学者でしょうか、それとも
• 数理物理屋でしょうか?
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僕は今は主にパパをやってますが...

保育園に行ってる子どもの体が弱かったり、

小学校に行ってる子どもが宿題をいやがったり、

それはともかく。
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厳密でもなく現実とも関係ないのに

やってて意味はあるんでしょうか?

あるときもあると僕はいいたい...
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理論物理 実験物理

理論的に考察し新現象を示唆

実験で得られた新事実を提示

6 / 68



理論的に考察し新現象を示唆

厳密証明で得られた新事実を提示

僕のやるような研究 厳密数学
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理論物理 実験物理

厳密数学

適当な論理で 
いい加減なことを言う

実際に実験して、 
“現実”に触れる

適当な論理でもっと 
いい加減なことを言う

実際に証明して、 
“プラトン的現実”に触れる

僕のやるような研究
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こんな都合のいいことが本当に起きるのでしょうか?

時折は起きます。例えば...
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昔々ある所に (1980年代ということですが)
数学者が何人かおりました。

皆さん quintic Calabi-Yauという六次元空間の中の
二次元球面の数を数えておりました。

大きさ 数 数えた人 年
1 2875 J. Harris [1979]
2 609250 S. Katz [1986]

大変な計算でした。

何で数えたくなったんでしょうね、僕は知りません。
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https://doi.org/10.1215/S0012-7094-79-04635-0
http://www.numdam.org/item/?id=CM_1986__60_2_151_0


その頃、不思議な巡り合わせで、超弦理論が生まれました。

それはこの世は 9 + 1次元だと申します。

でも我々には 3 + 1次元しか見えませんから、
残りの 9 − 3 = 6次元をどうにかしないといけません。

これに Calabi-Yau空間を使おうと思った物理屋がおりました。

するとその中の球面の数が物理的にも重要に思えて参りました。
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ちなみに quintic Calabi-Yau空間の色々な二次元断面を表示すると
こんな感じです。超弦理論に関する本や動画にはしばしば出てきます。

[A. J. Hanson, Notices of AMS, Nov. 1994, pp.1156–1163]
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https://www.ams.org/journals/notices/199411/199411FullIssue.pdf


弦理論屋の P. Candelas, X. de la Ossa, P. Greenと L. Parkesは
1990年初頭に厳密でないけれどとても簡単に
quintic Calabi-Yauの中の球面の数を数える方法を編み出しました。

思い出していただきますと、

大きさ 数 数えた人 年
n1 = 2875 J. Harris (1979)
n2 = 609250 S. Katz (1986)
n3 = ???

ということでした。
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https://doi.org/10.1016/0550-3213(91)90292-6


弦理論屋の方法は、

• 微分方程式を書き下して、
• 解をテーラー展開で求めると、
• その展開係数が球面の数であるということです。

こういう計算は理論物理屋は得意です。

物理屋のいうには
n3 = 317, 206, 375.

ということでした。となると数学者も計算せねばなりません。
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G. Ellingsrudと S. A. Strømmeは頑張りました。
すると 1990年の 6月になって、

n数学3 = 2, 682, 549, 425.

という答えになりました。

でも物理屋は
n物理3 = 317, 206, 375

というわけで、答えが異なります。これは困った。

1991年の 5月には、数学者と物理屋とが
お互いの計算方法を学ぶ研究会がひらかれました。

うんとこしょ、どっこいしょ。答えはそれでも合いません。
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1991年 7月になって、Ellingsrudと Strømmeはようやく計算の途中
に間違いをみつけました。そうするとめでたく

n物理3 = 317, 206, 375.

n数学3 = 317, 206, 375.

となりました。 出版は[Ellingsrud-Strømme 1995]

めでたしめでたし、その後は物理屋と数学者は
末長く幸せに暮らしましたとさ。

これがミラー対称性という分野のはじまりです。

(以上の歴史的経緯は D. R. Morrisonさんに教えてもらった
[P. Galison, Mirror symmetry, in “Growing Explanations,”
M. Norton Wise ed., Duke University Press, 2004]

という文献から採りました。)
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https://doi.org/10.7146/math.scand.a-12522
https://doi.org/10.1515/9780822390084-002
https://doi.org/10.1515/9780822390084-002


このような感じの数学と物理の交流はほかにも幾例もあります。

僕も幸いそれに関わったことがありました。
それはMathieu moonshineという話です。
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残りの時間でこのMathieu moonshineについて
ある程度詳細までご説明したいと思いますが、長い話になります。

というのは、

• 場の量子論とは何か、
• 弦理論とは何か、
• K3空間とは何か、
• マチウ群とは何か、
• ムーンシャイン現象とは何か、

説明しないといけませんから。

頑張ってみます。
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場の量子論とは?

• 場の量子的振舞いを記述するものです。
• ただし、場とは時間と空間に広がっているものなら何でも,

例えば、電磁場、電子の場、格子の揺らぎの場, …
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最初の成功例は量子電磁力学で、

• 量子化された電磁場 =光が電子などの粒子と
どう相互作用するかを記述し、

• 1950年ごろに枠組みが完成しました。
• それからも地道な発展があります。
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量子電磁力学では、理論計算と実験結果は非常に良く合います。

電子の異常磁気モーメントという量では:

a実験e = 0.01 159 652 181...

a理論e = 0.01 159 652 181...
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というわけで、

• 場の量子論は深く研究され、
• その予言は高精度で計算でき、
• その結果は高精度で実験と合います。

しかし、満足できる定式化が知られていないという意味で
数学的に全然未完成です。

量子力学や一般相対論は数学者にとっても OKですが、
場の量子論はそうではないわけです。
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例えて言えばこういうことです。

古代エジプト人は、幾何学を数学的に定式化はしていなかったけれど、
ピラミッドをつくりました。

現代の物理屋も、場の量子論を数学的に定式化は出来ていないけれど、
計算出来て、実験と合います。

逆にだからこそ、そこから新しい数学も取り出せるのかもしれません。
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つぎに弦理論について。

これは相対論的に動いている弦の量子論です。頑張って調べると、

• 9+1次元のときのみ無矛盾で
• 自動的に量子化された重力を含む。

重力と量子力学を同時に矛盾無く扱うのは理論物理の
大問題のひとつで、弦理論は有望な解決策のひとつ。
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熱狂的に弦理論を信じている人もいますし、
熱狂的にアンチ弦理論の人もいます。

弦理論はこの世の中を記述しているのか?

僕にはわかりません。

僕にとって大事なのは、
弦理論が (プラトン的な意味で)無矛盾かということ。

長らくの研究の結果、どうも無矛盾らしいです。

そうして、そこから色々と新しい数学が生まれてくる。
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例えば Calabi-Yau空間を動いている弦を調べたいとしましょう:

絵が下手ですいません。

これを弦の世界面上の 1+1次元の場の量子論を使って
調べるわけです。
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Mathieu moonshineは K3空間を動いている弦に関する話です。

K3というのは閉じた四次元空間でそのリーマン曲率がノンゼロで
1

2
ϵµν

αβRαβρσ = Rµνρσ

を満たすものです。

リーマン幾何を知らなくても結構です、
ある特定の意味で半分平らな空間だと思ってくだされば良い。

特に、宇宙項がゼロのアインシュタイン方程式の解です。
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K3という名前は数学者の André Weilが三人の数学者
Kähler、Kummer、Kodaira (小平)を記念して、
また、ヒマラヤの K2山にもちなんで名付けました:

https://en.wikipedia.org/wiki/K2
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https://en.wikipedia.org/wiki/K2


さて、Mathieu Moonshineの話は 1989年の江口 =大栗の仕事に
遡ります。 (大栗さんはこの研究所の所長です!)　　

江口徹 大栗博司

僕の師匠 僕の兄弟子

大栗さんは指導教員の江口さんのもとで K3内を動く弦について
共同研究者の Anne Taorminaと共に調べていました。
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その博士論文の主要結果はこれです:

K3空間を動く弦の分配関数というものですが、
どういう意味があるのでしょうか。

それをより良く理解するために、量子力学における対称性について
考えましょう。
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https://ooguri.caltech.edu/documents/8002/phd_thesis.pdf


水素原子のエネルギースペクトルは、
第 0近似ではこのようになります:

1s

2s 2p

3s 3p 3d

4s 4p 4d 4f

状態に縮重がある。
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伝統的に

名前 s p d f · · ·
sharp principal diffuse fundamental · · ·

縮重度 1 3 5 7 · · ·

と呼ばれます。

これらの縮重は対称性の現れです。
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対称性は通常群を用いてあらわされます。

群 Gとは 1 ∈ Gであり、

G 3 g, h =⇒ gh ∈ G

G 3 g =⇒ g−1 ∈ G

で
g(hk) = (gh)k, gg−1 = g−1g = 1

などを満たすもの。

(二つ目の条件を緩めた非可逆対称性というのも最近うちの業界で
流行っていますが、それはいつかまたの機会に...)

三次元の回転操作全体は SO(3)と書かれる群をなす。
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量子力学においては、対称性の群 Gは行列として
量子状態に作用します:

G 3 g 7→ ρ(g) =

• • •
• • •
• • •


これを群の表現といい、行列のサイズを次元と言います。

原子のスペクトラムの伝統的な名前 s, p, d, f , …は、三次元の回転群
SO(3)の 1次元、3次元、5次元、7次元 · · · 表現に対応している。

物理屋は SO(3)の d次元既約表現は d = 2j+1をみたす j を用いて
スピン j だ、という。
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まとめると、回転対称性 =回転群 SO(3)の既約表現が

名前 s p d f · · ·
sharp principal diffuse fundamental · · ·

スピン 0 1 2 3 · · ·
縮重度 =次元 1 3 5 7 · · ·

で、それが水素原子のスペクトルに出てくるというわけです。
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物理では回転群のような連続群だけでなく、有限群も現れます。

たとえば正二十面体

を保つ回転のなす群は交代群 A5 というもので、60個元がある。

A5 の既約表現は知られています:

名前 A T1 T2 G H

次元 1 3 3 4 5

(次元は同じだが本質的に異なる表現 T1、T2 があります)
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こういう対称性をもつ物質の性質を調べている物理屋や化学者も
沢山いるようです。

フラーレン C60 の構造をWikipediaから取ってきました:

https://en.wikipedia.org/wiki/Fullerene

これのスペクトルはこんな感じです:
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fullerene


[T. E. Saraswati et al., The Study of the Optical Properties of C60 Fullerene in
Different Organic Solvents, Open Chem. 17 (2019) 119–1212]
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https://doi.org/10.1515/chem-2019-0117


物理屋はこうやって個別の色々な群の対称性をもつ例を調べて喜んで
いるわけですが、数学者のアプローチは異なります。

そもそもどんな対称性が、どんな群がありうるか、
それをまず全部調べてしまおう。

39 / 68



勝手な自然数が素数を積み上げて出来ているように、
勝手な有限群は有限単純群から出来ている。

そこで数学者は考えました: 有限単純群を完全に分類しよう!
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有限単純群の分類

• 交代群 An≥5

無限に沢山ある。
• リー型の単純群 '連続群を有限体上で考えたもの

無限に沢山ある。
• 散在型の単純群 26個

5つのマチウ群, 4つのヤンコ群, …,モンスター群
(マチウ群は 19世紀後半、その他は 1965–1975に発見)
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有限単純群の分類

この分類の証明は数学の歴史の中でも一番長いと評判。

1970年代の終わりから 1980年代のはじめに証明がおおむね完成した
と発表され、その時点で合計 5000ページにおよぶ論文が出版されて
いた。

https://doi.org/10.1090/S0273-0979-1979-14551-8

証明を後世に伝えるために書き直す計画がすぐにはじまり、何十年も
つづいているが、まだ完成してません。数年前にも最新巻が出版され
ています。

すでに合計 3500ページぐらいある。
https://www.ams.org/publications/authors/books/postpub/surv-40

https://www.ams.org/journals/notices/201806/rnoti-p646.pdf
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https://doi.org/10.1090/S0273-0979-1979-14551-8 
https://www.ams.org/publications/authors/books/postpub/surv-40
https://www.ams.org/journals/notices/201806/rnoti-p646.pdf


有限群のデータをまとめた有名な本に ATLASというのがあります:
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これが最大のマチウ群M24 についてのデータです:
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ATLASほど網羅的でないですが、岩波数学辞典もなかなか有用です:

巻末に著名な有限群のデータがいくつか乗っています。

PDF版が CD-ROMに入って付いてくるのも有り難いです。
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マチウ群には五種類あります:

M11,M12,M22,M23,M24.

フランスの数学者 Mathieuによって 1861から 1873の間に
発見されました。

最大のM24 は 244823040個の元を持ち、
拡大バイナリ Golayコードというコードの対称性です。

コードとは何でしょう?
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コンピュータでは 0,1のビットの並びを扱います。
たとえばこんな感じ:

010110111 · · · .

これを遠距離通信するのは大変です。通信途中の雑音で
0と 1がひっくり返ってしまっては情報が伝わりません。

そこで、たとえば 0のかわりに 0000、1のかわりに 1111を送ること
を考えます。

すると、多少雑音があって 0100が届いても、0000を届ける
つもりだったのだな、とわかります。

これがコード (code)です。
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拡大バイナリ Golayコードは Golayが 1949年に導入したコードで、
もとの 12ビットの情報を送信の際に 24ビットに埋め込みます。
情報理論をシャノンが提唱した 1948年のたった一年後でした:

https://en.wikipedia.org/wiki/Marcel_J._E._Golay
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https://en.wikipedia.org/wiki/Marcel_J._E._Golay


1967年になって、拡大バイナリ Golayコードの対称性が
最大マチウ群M24 であることに Leechが気づきました。

https://doi.org/10.4153/CJM-1967-017-0

また、拡大バイナリ Golayコードは実社会で使われています。
有名なのは人類がはじめて外惑星に人工衛星を送った NASAの
ボイジャー計画で、木星からのデータの転送の一部には
このコードが使われました。
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https://doi.org/10.4153/CJM-1967-017-0


これは NASAのウェブサイトで公開されている、1979年 3月にボイ
ジャーから地球に送られてきた木星の画像です。

https://voyager.jpl.nasa.gov/mission/science/jupiter/

ただし、画像の転送には多少エラーが混じってもよいとのことで
Golayコードは使われず、もっと科学的に重要な温度等のデータのみ
に Golayコードは使われたそうです。

https://ntrs.nasa.gov/api/citations/19830002051/downloads/19830002051.pdf
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https://voyager.jpl.nasa.gov/mission/science/jupiter/
https://ntrs.nasa.gov/api/citations/19830002051/downloads/19830002051.pdf


だから、最大 Mathieu群M24 は
拡大バイナリ Golayコードの対称性なわけです。

さて、Mathieu moonshineの話をするまえに、

その元となる Monstrous moonshineの話をしないといけません。
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モジュラー J 関数

J(q) =
1

q
+ 196884q + 21493760q2 + 864299970q3 + · · ·

は、19世紀から知られている古典的な複素関数です。

1978年に McKayは次のことに気が付きました:

当時みつかりそうだった新散在型有限群モンスターは
元の数が ∼ 8 · 1053 あるが、その一番小さい非自明既約表現は
196883次元である。

その次の既約表現の次元は 21296876だが、

21493760 = 1 + 196883 + 21296876。

[Thompson 1979]
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https://doi.org/10.1112/blms/11.3.352


何か関係があるのではないか?

J 関数: 保形関数
モンスター群: 有限群

関連する観察もいろいろなされた
[Ogg 1978, Conway-Norton 1979, ...]

あまりに突拍子もなかったので、
Monstrous Moonshine (とんでもなく馬鹿げた話)と言われた。
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http://archive.numdam.org/item/SDPP_1974-1975__16_1_A4_0/
https://doi.org/10.1112/blms/11.3.308


90年代初頭には

[Frenkel-Lepowsky-Meurman 1988], [Borcherds, 1992]

によって解決。

頂点作用素代数の理論が深く使われた。

ある特別な 24次元トーラスを動く弦理論のスペクトルが
J 関数であることが関係する。
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https://www.sciencedirect.com/bookseries/pure-and-applied-mathematics/vol/134
https://doi.org/10.1007/bf01232032


1989年、僕の兄弟子の大栗さん (現 IPMU所長)は博士論文で
K3曲面を動く弦理論のスペクトルを計算した:

これは

• 第一励起状態は 90だけの縮重があり、
• 第二励起状態は 462だけの縮重があり、
• 第三励起状態は 1540だけの縮重があり…というわけです。
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当時、K3曲面とマチウ群をつなぐ数学の論文もありました:

でも最大マチウ群は出てこない。
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https://doi.org/10.1007/BF01394352


そのころ江口さん曰く:

この係数は最大マチウ群と関係あるのでは?
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そして 20年の時は流れ...
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2009年、アスペン。
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江口さん、大栗さん、僕と三人研究会にいたので、
もう一度考えてみた。

僕: 岩波数学辞典の後ろの数表をみてみれば?
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数 6 I 数 表 6

M24 (1)24 g 1 23 7 ·36 23 ·11 23 ·77 55 ·64 45 22 ·45 23 ·45 23 ·45 11 ·21 770
(2)8 21 ·210 1 7 28 13 −21 64 −3 −18 −21 27 7 −14
(3)6 27 ·40 1 5 9 10 16 10 0 0 0 0 −3 5
(5)4 60 1 3 2 3 1 0 0 0 0 0 1 0

(4)4(2)2 128 1 3 4 1 −5 0 1 2 3 −1 −1 −2
(7)3 42 1 2 0 1 0 −1 ε3

+ ε3
+ 2ε3

+ −1 0 0
(7)3 42 1 2 0 1 0 −1 ε3

− ε3
− 2ε3

− −1 0 0
(8)2(4)(2) 16 1 1 0 −1 −1 0 −1 0 −1 1 −1 0

(6)2(3)2(2)2 24 1 1 1 −2 0 −2 0 0 0 0 1 1
(11)2 11 1 1 −1 0 0 0 1 0 1 1 0 0
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一年間考えても何もわからなかったので、
「対応がある」とだけ書いた論文を書いた。
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We point out that the elliptic genus of the K3 surface has a natural
decomposition in terms of dimensions of irreducible represen-
tations of the largest Mathieu group M24. The reason remains a
mystery.

1. INTRODUCTION AND CONCLUSIONS

The elliptic genus of a complex D-dimensional hyper-
Kähler manifold M is defined as

Zell(τ ; z) = TrR×R(−1)FL +FR qL0 q̄L̄0 e4π izJ 3
0 , L

in terms of the two-dimensional supersymmetric sigma
model whose target space is M [Witten 87]. Since M is
assumed to be hyper-Kähler, the two-dimensional the-
ory has N = 4 superconformal algebra as its symmetry.
Then L0 and L̄0 are zero modes of the left- and right-
moving Virasoro operators; J3

0 is the zero mode of the
third component of the affine SU(2) algebra; FL and
FR are the left- and right-moving fermion numbers. The
trace is taken over the Ramond sector of the theory.
This elliptic genus is a Jacobi form of weight zero and
index D/2.

The elliptic genus for the K3 surface was explicitly
calculated in [Eguchi et al. 89] and is given by

Zell(K3)(τ ; z) (1–1)

= 8

[(
θ2(τ ; z)
θ2(τ ; 0)

)2

+
(

θ3(τ ; z)
θ3(τ ; 0)

)2

+
(

θ4(τ ; z)
θ4(τ ; 0)

)2
]

.

Here θi(τ ; z) (i = 2, 3, 4) are Jacobi theta functions. Ac-
tually, the space of Jacobi forms of weight zero and in-
dex one is known to be one-dimensional, and thus the
above result could have been guessed without explicit
computation. We find that Zell(K3)(τ ; z = 0) = 24 and
Zell(K3)(τ ; z = 1/2) = 16 + O(q), and thus (1–1) repro-
duces the Euler number and signature of K3.

In [Eguchi et al. 89] and more recently in
[Eguchi and Hikami 09], the expansion of the K3 elliptic
genus in terms of the irreducible representations of the
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We point out that the elliptic genus of the K3 surface has a natural
decomposition in terms of dimensions of irreducible represen-
tations of the largest Mathieu group M24. The reason remains a
mystery.

1. INTRODUCTION AND CONCLUSIONS

The elliptic genus of a complex D-dimensional hyper-
Kähler manifold M is defined as

Zell(τ ; z) = TrR×R(−1)FL +FR qL0 q̄L̄0 e4π izJ 3
0 , L

in terms of the two-dimensional supersymmetric sigma
model whose target space is M [Witten 87]. Since M is
assumed to be hyper-Kähler, the two-dimensional the-
ory has N = 4 superconformal algebra as its symmetry.
Then L0 and L̄0 are zero modes of the left- and right-
moving Virasoro operators; J3

0 is the zero mode of the
third component of the affine SU(2) algebra; FL and
FR are the left- and right-moving fermion numbers. The
trace is taken over the Ramond sector of the theory.
This elliptic genus is a Jacobi form of weight zero and
index D/2.

The elliptic genus for the K3 surface was explicitly
calculated in [Eguchi et al. 89] and is given by

Zell(K3)(τ ; z) (1–1)

= 8

[(
θ2(τ ; z)
θ2(τ ; 0)

)2

+
(

θ3(τ ; z)
θ3(τ ; 0)

)2

+
(

θ4(τ ; z)
θ4(τ ; 0)

)2
]

.

Here θi(τ ; z) (i = 2, 3, 4) are Jacobi theta functions. Ac-
tually, the space of Jacobi forms of weight zero and in-
dex one is known to be one-dimensional, and thus the
above result could have been guessed without explicit
computation. We find that Zell(K3)(τ ; z = 0) = 24 and
Zell(K3)(τ ; z = 1/2) = 16 + O(q), and thus (1–1) repro-
duces the Euler number and signature of K3.

In [Eguchi et al. 89] and more recently in
[Eguchi and Hikami 09], the expansion of the K3 elliptic
genus in terms of the irreducible representations of the
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数学者も興味を持ってくださっているようです:
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こんな数学の論文もあります:
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先ほど紹介した Ivanovさんの Mathieu群に関する本には
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こういうコメントもあります:
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理論物理 実験物理

厳密数学

適当な論理で 
いい加減なことを言う

実際に実験して、 
“現実”に触れる

適当な論理でもっと 
いい加減なことを言う

実際に証明して、 
“プラトン的現実”に触れる

僕のやるような研究
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